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Introduction Générale

L'intelligence arti�cielle a pour vocation de développer des outils pour représenter
les connaissances et de fournir des mécanismes d'inférence pour élaborer des conclusions
à partir des connaissances disponibles [1].
C'est la capacité de transmettre des représentations qui a permis l'extraordinaire ac-
célération des possibilités humaines [2]. Quant à l'inférence, c'est l'élément de base de
toute description de la cognition [2].
Néanmoins, les connaissances du monde dont nous disposons sont imparfaites. Ceci est
dû à plusieurs facteurs liés soit à la manière dont nous récoltons ces connaissances soit
à la nature même de ces connaissances.
L'imperfection est perçue soit comme une incertitude soit comme une imprécision.
La notion d'incertitude est une forme subjective de l'ignorance [3]. Elle apparaît quand
un agent construit une opinion subjective sur une proposition qui n'est pas dé�nitive-
ment établie.
L'imprécision est une forme objective de l'ignorance. Elle couvre les cas où un agent
attribue une valeur à une variable mais sans la précision adéquate. Pour illustrer la dif-
férence entre imprécision et incertitude, considérons les deux situations suivantes [4] :

1. Mohamed a au plus deux enfants et j'en suis sûre.

2. Mohamed a trois enfants mais je n'en suis pas sûre.

Dans le premier cas, le nombre d'enfants est imprécis mais certain. Dans le second cas,
le nombre d'enfants est précis mais incertain. Ces deux aspects (imprécision et incerti-
tude) peuvent coexister mais ils sont distincts.

Durant plusieurs décennies, les di�érents aspects de l'imperfection de l'incertitude
ont été modélisés par la théorie des probabilités. La notion de probabilité n'est cepen-
dant pas adaptée à la représentation des incertitudes de nature psychologiques [5], telles
que celles liées à la �abilité d'un informateur. Ainsi, durant ces trente années, plusieurs
modèles ont émergé, re�étant les nouveaux concepts prenant en compte les di�érents
aspects de l'imperfection, con�rmant ainsi que la théorie des probabilités, aussi répan-
due qu'elle l'est, n'est pas le seul modèle normatif pouvant capturer l'ensemble de ces
aspects [4].
La théorie de l'évidence [6] permet également de manipuler les degrés de con�ance qu'un
observateur attribue à la validité des faits, en n'imposant plus la condition d'additivité
fondamentale de la théorie des probabilités.

A�n de modéliser la notion d'imprécision, Zadeh a proposé de modéliser le méca-
nisme de la pensée humaine par un raisonnement approximatif basé sur des variables
linguistiques. Il a introduit alors les ensembles �ous [7]. Et a�n de tenir compte du ca-
ractère incertain et non probabilisé des connaissances, Zadeh [8] a introduit une théorie
non probabiliste représentée par la théorie des possibilités, qui fût par la suite dévelop-
pée par Dubois et Prade [9].
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Au �l de l'évolution des recherches, d'autres types de représentation ont vu le jour
comme les représentations graphiques. Les réseaux bayésiens probabilistes [10, 11, 12]
�gurent parmi les modèles graphiques les plus répandus. Ils mettent en exergue les re-
lations d'indépendances qui existent entre les variables.
La représentation et le raisonnement sur des connaissances incertaines en théorie des
possibilités, peuvent être abordés dans des cadres symbolique ou numérique.
Dans le cadre symbolique, une relation d'ordre est dé�nie entre les formules constituant
les connaissances. Nous parlons alors de la théorie des possibilités qualitative.
Par contre dans le contexte numérique,un degré numérique, évaluant l'incertitude, est
associé à chaque parcelle de connaissances. Ce cas correspond à la théorie des possibi-
lités quantitative.
Pour chaque contexte, il existe deux façons de codi�er les connaissances :

� soit en utilisant le mode logique où les connaissances incertaines sont représen-
tées sous forme de bases de connaissances formées par un ensemble de formules
propositionnelles associées à des pondérations mesurant l'incertitude,

� soit en utilisant le mode graphique où les connaissances sont représentées par
un certain nombre de variables représentées par des n÷uds et un ensemble d'arcs
représentant les liens causaux qui existent entre les di�érentes variables. Au niveau
de chaque n÷ud est attribuée une valuation exprimant l'in�uence des incertitudes
entre les variables dépendantes.

Le but de ce cours est de donner un aperçu sur les principales théories qui traitent
les connaissances imparfaites et plus précisèment les connaissances incertaines.



Chapitre 1

Théories de l'incertain et de

l'imprécision

1.1 Introduction

Plusieurs modèles numériques ont été établis pour traiter ces di�érents types d'igno-
rance. La théorie des probabilités fût la première à s'être intéressée à la modélisation
de l'incertitude. En e�et, les incertitudes ont été identi�ées depuis fort longtemps par
l'intermédiaire de la théorie des probabilités [5]. Elle permet, par exemple, de quanti�er
la croyance pour qu'une proposition soit vraie. Cependant, elle est assez limitée pour
exprimer certaines formes d'incertitudes [3].
Par la suite, les travaux de Dempster et Shafer sur la théorie des fonctions de croyance
sont apparus a�n de modéliser la notion de crédibilité issue des connaissances du type
"Mon degré de croyance que le cancer X est dû à un virus". Vu que les connaissances
incertaines peuvent ne pas être de nature probabiliste (numérique), la théorie des pos-
sibilités fût introduite a�n de représenter des possibilités épistémiques du type "la pos-
sibilité que la hauteur de Paul soit autour de 175 cm".
Le concept de l'imprécision fût modélisé par les ensembles �ous [13].
Nous allons nous focaliser, dans ce chapitre, sur ces di�érentes approches numériques
proposées pour représenter les connaissances incertaines et imprécises.

1.2 Quelques notations

Nous allons dans cette section présenter les conventions de notations utilisées dans
cette thèse.
Soit L le langage propositionnel. Ω représente l'ensemble des interprétations propo-
sitionnelles. ω représente une interprétation de Ω. ϕ, ψ, ... représentent des formules
propositionnelles. A, B, C,...représentent des variables. ⊤ représente une tautologie, ⊥
représente une antilogie et ¬ représente la négation, ∧ représente la conjonction et ∨
représente la disjonction.

Soit ω ∈ Ω une interprétation et soit ϕ une formule propositionnelle. ω |= ϕ signi�e
que l'interprétation ω est un modèle de ϕ dans le sens de la logique propositionnelle.
ω ̸|= ϕ signi�e que l'interprétation ω n'est pas un modèle de ϕ.

7
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1.3 La théorie des probabilités

1.3.1 Introduction

De toutes les théories qui représentent l'incertitude, la théorie des probabilités [10]
est la plus ancienne et la plus répandue. Elle constitue une base solide pour le raisonne-
ment logique avec incertitude car elle permet de modéliser quantitativement l'incertitude
associée à un événement.
Considérons par exemple l'événement N "il neigera sur les hauts plateaux d'ici la �n de
semaine". L'occurrence de N est di�cile à prédire. Cette incertitude est quanti�ée par
un nombre P(N), appelé la probabilité associée à N. Cette probabilité est non négative
et ne doit pas excéder 1.

1.3.2 Principes de base

Les bases de la formalisation axiomatique de la théorie des probabilités sont les
suivantes :

1.3.2.1 Mesure de probabilité

La notion de base de la théorie des probabilités est la mesure de probabilités dé�nie
dans un espace de probabilité.

Dé�nition 1.1 (Espace de probabilités) (Kolmogoro�,1933) Un espace de probabi-
lités formel est dé�ni par trois entités (S,F,P) où :

1. S est l'espace de réalisation,

2. F est l'ensemble des événements en S,

3. P est une mesure de probabilité dé�nie sur les éléments de F.

Sur l'espace de probabilités S, sont dé�nies des opérations algébriques entre événements :
� Ā représente l'événement complémentaire de A,
� A ∪ B représente l'union de deux événements A et B,
� A ∩ B représente l'intersection de deux événements A et B,
� A \ B représente la di�érence entre deux événements A et B.

Considérons deux événements A et B. Deux cas particuliers sont à noter :
� A et B sont dits exhaustifs si A ∪ B= S.
� A et B sont dits exclusifs si A ∩ B =∅ où ∅ est l'événement impossible.

La mesure de probabilités P satisfait les trois axiomes de base suivants :

1. P(∅)=0 ;
2. P(S)=1 ;

3. Si A1,A2,...An sont des événements exclusifs (Ai ∩ Aj=∅ ∀ i ̸=j), alors :

P (∪nh=1Ah) =

n∑
h=1

P (Ah).

Le troisième axiome est l'axiome d'additivité propre au modèle probabiliste dans le cas
où les Ai sont mutuellement exclusifs. Il atteste que la croyance d'un événement est la
somme des croyances assignées à ces composants exclusifs.

A partir de ces axiomes sur la fonction de probabilité P, les propriétés élémentaires
suivantes sont dérivées :
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Propriété 1.1 1. ∀ A ∈ S, 0 ≤ P(A) ≤ 1. Les deux valeurs extrêmes sont interpré-
tées comme suit : P(A)=0 signi�e que l'événement A est impossible et P(A)=1
signi�e que A est certain.

2. ∀ A ∈ S, P(A)+P(Ā)=1. C'est une équation qui permet de déduire la probabilité
d'un événement dès que la probabilité de l'événement contraire est connue. Ceci
implique que quand nous augmentons la croyance d'un événement, nous diminuons
la croyance de l'événement contraire.

3. Soient A et B deux événements, la réalisation de A et B quand A et B sont
impossibles est un événement impossible :

A ∩B = ∅ ⇒ P (A,B) = 0

4. Soient A et B deux événements.
Si A ⊆ B Alors P(A) ≤ P(B).
Si A ⊂ B alors P(B \ A)=P(B)-P(A).

5. Soient A et B deux événements.

P (A ∪B) + P (A,B) = P (A) + P (B)⇔ P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A,B)

Lorsque A et B sont exclusifs auquel cas, P(A∩ B)=0, alors, P(A ∪ B)=P(A)+P(B).
Plus généralement, si tous les Ai sont incompatibles deux à deux alors :

P (∪ni=1Ai) =

n∑
i=1

P (Ai)

1.3.2.2 Conditionnement probabiliste

La notion du conditionnement est inhérente à la théorie des probabilités. Elle permet
de modéliser les liens de dépendance entre deux événements. Plus précisément, elle
évalue l'impact de l'arrivée d'une information certaine sur les connaissances du monde.

Exemple 1.1 Soit l'expérience de jeter un dé. Soit X un jet, F l'événement {X=6} et E
l'événement {X>4}. Ainsi, P(F)=1/6. Supposons qu'un dé a été jeté et que l'événement
E s'est produit générant ainsi deux possibilités : (5 ou 6). Intuitivement, en l'absence
d'autres informations : P(F | E)=1/2.

P(F | E) est appelée probabilité conditionnelle de F sachant E.
D'une manière formelle, le conditionnement est donc matérialisé par la dé�nition sui-
vante :

Dé�nition 1.2 (Probabilité Conditionnelle) Soient A et B deux événements avec
P(B)>0. La probabilité conditionnelle de A sachant B est dé�nie par :

P (A | B) =
P (A,B)

P (B)
(1.1)

P(B) est dite probabilité marginale.
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Exemple 1.2 Si on reprend l'exemple précédent du dé avec F l'événement {X=6} et E
l'événement {X>4}. L'événement E ∩ F est l'événement F d'où :
P(F | E)=P (F∩E)

P (E) =P (F )
P (E)=

1/6
1/3=1/2. Ce qui correspond au résultat obtenu précédemment.

Propriété 1.2 1. Si A ⊃ B ⇒ P(A | B)=1 (car A ∩ B=B).

2. Si A ⊂ B ⇒ P(A | B) ≥ P(A) (car A ∩ B=A).

3. Les probabilités conditionnelles satisfont les axiomes de la mesure de probabilité.

A partir de la dé�nition de la probabilité conditionnelle, est déduite la probabilité de
l'intersection de deux événements, appelée probabilité jointe, en termes de probabilité
conditionnelle et de probabilité marginale comme suit :

P (A ∩B) = P (A | B) ∗ P (B) = P (B | A) ∗ P (A) (1.2)

Cette règle peut être appliquée à plusieurs d'événements produisant ainsi la règle de
multiplication ou la règle de chaînage.

Dé�nition 1.3 (Règle de chaînage) Soient A1, A2, ...An n événements, la probabi-
lité jointe associée aux événements (A1, A2, ...An) est dé�nie comme le produit des n
probabilités conditionnelles comme suit :

P (A1, A2, ..., An) = P (A1 | A2, ..., An−1, An) ∗ ... ∗ P (An−1 | An) ∗ P (An) (1.3)

A partir de l'équation des probabilités jointes et de l'axiome 3 de la mesure des
probabilités, la notion de probabilité totale est dé�nie par : Soit {Ai} une partition de
S, c'est à dire :

� Ai ∩ Aj=∅, i ̸= j
� S=

∪
i=1,...,N Ai

Alors, pour tout événement B de S,

P (B) =
N∑
i=1

P (B,Ai) =
N∑
i=1

P (B | Ai) ∗ P (Ai)

Cette dé�nition exprime la probabilité marginale d'un événement B comme une
moyenne pondérée des probabilités conditionnelles.

La règle de chaînage et le théorème de la probabilité totale peuvent être étendus
aux probabilités conditionnelles :

P (A1, A2, ..., An | C) = P (An | An−1, An−2, , ...A1, C) ∗ ... ∗ P (A2 | A1, C) ∗ P (A1 | C)
(1.4)

P (B | C) =
N∑
i=1

P (B | Ai, C) ∗ P (Ai, C) (1.5)

1.3.2.3 Théorème de Bayes

Le théorème de Bayes est une formulation mathématique du conditionnement mo-
délisant la modi�cation des croyances après l'arrivée d'une nouvelle information liant
les probabilités conditionnelles de deux événements A et B. Il stipule :

P (A | B) =
P (B | A) ∗ P (A)

P (B)
(1.6)
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avec P(A) ̸= 0 et P(B) ̸= 0.
Le théorème de Bayes peut être vu comme une règle qui permet de mettre à jour une
probabilité initiale P(A) appelée aussi probabilité a priori donnant ainsi lieu à une
probabilité révisée P(A| B), appelée probabilité a posteriori.
La règle de Bayes joue un rôle important pour toutes sortes d'applications comme pour
le diagnostic médical, car elle permet de calculer la probabilité d'un diagnostic à partir
de la probabilité de la cause :

P (cause | effet) = P (effet | cause)P (cause)
P (effet)

(1.7)

Cependant, la di�culté d'un problème augmente in�niment lorsque les variables ne
sont pas indépendantes. Ainsi, l'utilisation du théorème de Bayes, nécessite la prise en
compte des indépendances conditionnelles.

1.3.3 Indépendance et Indépendance conditionnelle

Deux événements A et B sont indépendants si leurs probabilités ne changent pas
quand nous les conditionnons l'un à l'autre : P(A | B)=P(A) et P(B | A)=P(B) avec
P(A)>0 et P(B)>0. Cette indépendance peut être également formalisée par :

Dé�nition 1.4 (Indépendance) Deux événements A et B sont dits indépendants ,
avec P(A) >0 et P(B)>0, si P(A,B)=P(A)*P(B)

En d'autres termes, la probabilité jointe de ces deux événements correspond au produit
des probabilités marginales. Si A et B sont indépendants, alors (A et B̄), (Ā et B) et
(Ā et B̄) le sont également.
La notion d'indépendance peut être étendue à un ensemble �ni d'événementsA1,A2...,An.

Dé�nition 1.5 Un ensemble d'événements A1,A2...,An est dit indépendant si pour
chaque sous ensemble Ai,Aj...,Am de ces événements, nous avons :

P (Ai, Aj ..., Am) = P (Ai) ∗ P (Aj) ∗ ... ∗ P (Am)

Remarque 1.1 Il est important de remarquer que la notion d'indépendance ne coïn-
cide pas avec celle d'événements mutuellement exclusifs. En e�et, si A et B sont mu-
tuellement exclusifs, alors leur intersection est vide et donc P(A,B)=0, ce qui entraîne
P(A|B)=0. Ainsi, si B se produit, l'occurrence de A est impossible.

Dé�nition 1.6 (Indépendance conditionnelle) Deux événements A et B, avec P(A)>0
et P(B) >0 sont dits indépendants dans le contexte C si :

P (A,B | C) = P (A | C) ∗ P (B | C)

Il est important de remarquer que l'indépendance conditionnelle n'implique pas l'indé-
pendance. En e�et, deux événements A et B peuvent être indépendants dans le contexte
C mais si nous les considérons à part, ils ne seront pas indépendants.

Remarque 1.2 Il est important à ce niveau de souligner l'impact de la notion d'indé-
pendance sur la complexité du raisonnement probabiliste. En e�et, le calcul des proba-
bilités requiert :

� Soit la connaissance d'un nombre important de probabilités conditionnelles du type
P(A|B),
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� Soit l'exploitation des indépendances pour un certain nombre de couples d'événe-
ments (A,B).

Ainsi, l'utilisation de l'indépendance probabiliste entre certains événements permet de
réduire notablement la complexité des calculs pour le raisonnement probabiliste dans
l'incertain [14]. En e�et, la di�culté d'un problème augmente considérablement lorsque
les variables ne sont pas indépendantes.

1.3.4 Interprétations des probabilités

Le modèle probabiliste peut être interprété de plusieurs manières. Essentiellement,
nous parlons des probabilités fréquentistes ou des probabilités subjectives.
Selon l'interprétation fréquentiste, les probabilités sont obtenues à partir de la notion
de "fréquence relative d'apparition lors de la répétition d'un grand nombre de fois d'une
expérience aléatoire".

Exemple 1.3 Soit la situation où il s'agit de tirer une boule au hasard dans un en-
semble de n boules formé de r boules rouges et de j boules jaunes. La probabilité que la
proposition A=" La boule tirée est rouge" correspond à la fréquence relative avec laquelle
nous nous attendons à tirer une boule rouge. P(A)=r/n.

L'interprétation fréquentiste ne permet pas de raisonner sur l'incertain si les données
statistiques disponibles ne sont pas su�santes, ou si le cadre d'une expérience aléatoire
répétée dans des conditions identiques n'est pas respecté [14].
L'approche subjective peut être dé�nie par le slogan "La probabilité est un degré de
croyance". En e�et, il y' a des situations pour lesquelles il n' y a pas d'interprétations
fréquentistes objectives comme par exemple la probabilité d'avoir une bonne note à un
examen.

1.3.5 conclusion

Le modèle probabiliste reste le modèle le plus utilisé. Néanmoins, il présente des
limites :

� La théorie des probabilités ne permet pas de distinguer entre l'ignorance et l'in-
certitude, qui cependant, dans le sens commun, ne recèlent pas la même quantité
de savoir. En e�et, soient A et B deux événements. A�rmer que P(A)=P(B)=0.5
peut désigner l'équiprobabilité entre les deux événements ou encore la totale igno-
rance sur les événements A et B. En e�et, l'axiome d'additivité de la théorie des
probabilités entraîne que si nous ne savons rien sur un événement A alors

P (A) = P (¬A) = 1/2.

Le problème majeur qui en découle repose sur le fait que d'augmenter les croyances
sur un événement entraîne la diminution sur la croyance de l'événement contraire,
ce qui n'est pas toujours souhaitable.

� De plus, il est di�cile en théorie des probabilités de représenter l'ignorance totale
lorsqu'on se trouve en présence de plus de deux alternatives. En e�et, considérons
le paradoxe suivant [15].
Exemple 1.4 Soient les propositions P1="La vie existe sur Mars", P2=¬P1 ∧
P3="La vie sur Mars est seulement végétale", P4="La vie sur Mars n'est pas
seulement végétale" ; Il est clair que P3 ∧ P4= ∅ et que P1=¬ P3 ∨ P4. Quelle
que soit la répartition des probabilités (par exemple P2=1/2, P3=P4=1/4 ou
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P2=P3=P4=1/3) utilisée pour rendre compte de notre ignorance a priori, cer-
taines propositions apparaissent plus probables que d'autres, ce qui est paradoxal
vu qu'on est dans le cas d'une ignorance totale.
Ces problèmes découlent de l'axiome d'additivité.

� Un autre inconvénient du calcul des probabilités réside dans la nécessité d'énu-
mérer un ensemble exhaustif d'alternatives mutuellement exclusives [16]. En pra-
tique, l'ensemble des faits fournis par un expert ne répondent pas forcément à ces
exigences.

� L'utilisation du calcul des probabilités conduit souvent, en pratique, à poser des
axiomes d'indépendance entre les faits manipulés [16].

� Du point de vue du calcul, les règles de calcul de la théorie des probabilités
favorisent l'augmentation des erreurs (il y a des sommes et des produits). Si bien
qu'une longue chaîne de propagation des coe�cients d'incertitude peut réduire à
néant la signi�cation de ces derniers [16].

Pour tout cela, des travaux de recherche ont conduit à d'autres formalismes pour
représenter l'incertain.

1.4 La théorie des fonctions de croyance

Pour pallier aux problèmes posés par le modèle probabiliste, notamment ceux liés
à l'axiome d'additivité, Dempster et Shafer [6] ont dé�ni la notion de fonctions de
croyances qui ont pour objectif de modéliser et de quanti�er la notion de degrés de
croyance pour représenter l'incertitude. Dans la théorie des croyances [17, 18, 19], les
distributions de probabilités sont construites non pas sur Ω mais sur l'ensemble des
parties de Ω. Ω est dit cadre de discernement représentant l'ensemble exhaustif et ex-
clusif des états connus du monde. 2Ω est l'ensemble des parties de Ω. La distribution
représente la masse de probabilités m dé�nie par :
m : 2Ω → [0,1]
Les propriétés de la fonction de masse sont :∑

A⊆Ω

m(A) = 1 (1.8)

m(∅) = 0. (1.9)

L'égalité (1.8) représente la condition de normalisation.

Tout sous-ensemble de Ω véri�ant m(A)̸= 0 est dit élément focal de m.
Le couple (Ω,m) est appelé corps de la croyance.
Si m(A)=1 et ∀B ̸=A ∈ 2Ω, m(B)=0, alors A est certain dans le sens où un de ces élé-
ments a la valeur cherchée. Dans ce cas nous ne savons pas quel est l'élément concerné
sauf si A est un singleton.
Si A=Ω, alors l'information m(A)=1 correspond à une situation d'ignorance totale.

Exemple 1.5 [20] Imaginons que nous nous intéressons à l'évolution sur 24 heures du
cours d'une action en bourse. Ainsi, au bout de 24 heures, soit le cours aura changé
(événement a1), soit il restera stable (événement a2). Il faut attribuer une masse à
chacun des sous-ensembles possibles : m(∅),m({a1}),m({a2}),m({a1,a2}). Supposons
que selon une analyse �nancière, le cours restera stable, mais sans grande certitude.
Nous en déduisons que m({a2})=0.3. D'un autre coté, le fait que le marché boursier est



14 Théories de l'incertain et de l'imprécision

très volatil, permet de dire que le cours aura tendance à �uctuer. Nous en déduisons
que m({a1})=0.2. La masse restante sera attribuée à {a1, a2} qui se traduit par "Nous
ne pouvons pas nous prononcer". Il s'agit de la masse restante qui n'a pas encore été
attribuée. En résumé, notre crédibilité sera partagée entre une partie de connaissance et
une partie d'ignorance. Nous aurons :

� m(∅)=0 par dé�nition,
� m({a1})=0.2,
� m({a2})=0.3,
� m({a1, a2})=0.5.

L'élément focal correspond à un événement en lequel croit un observateur au minimum
un peu. L'ensemble des éléments focaux constitue le noyau : NΩ={A ∈ 2Ω : m(A) ≥ 0}.

1.4.1 Fonction de croyance ou de crédibilité

A la fonction de masse m est associée la notion de fonction de croyance Bel dé�nie
comme suit : la fonction de croyance évalue l'intensité de l'implication d'une formule
à partir des croyances disponibles. Ainsi, si A est un ensemble dans un cadre de dis-
cernement Ω, Bel(A) représente la somme de toutes les masses attribuées aux éléments
contenus dans A, plus la masse attribuée à A lui même. D'une manière plus formelle,
la fonction de croyance est dé�nie par : Bel : 2Ω → [0,1] telle que :

Bel(A) =
∑
B⊆A

m(B) (1.10)

La fonction de crédibilité véri�ent les propriétés suivantes :
� Bel(∅)=0
� Bel(Ω)=1
� Règle de sous-additivité :

Bel(A) +Bel(Ā) ≤ 1

Cette propriété permet d'augmenter la croyance d'un événement sans pour autant
diminuer celle de l'événement contraire. Elle o�re une souplesse qui fait défaut à
la théorie des probabilités à cause de l'axiome d'additivité qui est contraignant.

�
Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B).

Concernant cette propriété, la distinction est importante. En e�et, pour la théorie
des probabilités, le degré de probabilité accordé à l'union de deux événements
mutuellement exclusifs est égal à la somme des probabilités allouées à chaque
événement.

� Règle de monotonie :

SiA ⊆ B ⇒ Bel(A) ≤ Bel(B).

Exemple 1.6 Si nous reprenons l'exemple 1.5, nous avions les masses suivantes :
m(∅)=0, m({a1})=0.2, m({a2})=0.3, m({a1, a2})=0.5. Les degrés de crédibilité qui en
résultent sont :

� Bel(∅)=0,
� Bel({a1})=0.2,
� Bel({a2})=0.3,
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� Bel({a1, a2})=1 car la somme des masses de tous les sous-ensembles du cadre de
discernement est toujours égale à 1 (Ω={a1,a2}).

La fonction de crédibilité est également considérée comme un élément focal. L'ensemble
de tous les éléments focaux d'une fonction de crédibilité s'appelle le c÷ur de la fonction
de crédibilité.

1.4.2 Fonction de plausibilité

La fonction de plausibilité évalue dans quelle mesure un événement est consistant
avec les croyances disponibles. Elle est dé�nie par : Pl : 2Ω → [0,1]

Pl(A) =
∑

A∩B ̸=∅

m(B) (1.11)

La plausibilité d'un ensemble d'éléments A dans un cadre de discernement Ω est la
somme des croyances qui ne contredisent pas A.
La fonction de plausibilité peut également être dé�nie à travers la relation suivante :

Pl(A) = 1−Bel(Ā)

En e�et, le degré de plausibilité de A représente tout le degré de crédibilité qui n'est
pas attribué à Ā. En d'autres termes, A n'est quelque peu crédible que dans la mesure
où l'événement opposé n'est pas très plausible. La fonction de plausibilité satisfait les
relations suivantes :

� Pl(∅)=0
� Pl(Ω)= 1
� Pl(A)=1-Bel(Ā)
� Pl(A)+Pl(¬ A) ≥ 1
� Règle de monotonie : Si A ⊆ B Alors Pl(A) ≤ Pl(B)
� Pl(A ∩ B) ≤ Pl(A)+Pl(B)-Pl(A ∪ B)

Exemple 1.7 Si nous reprenons l'exemple 1.5, nous avions les masses suivantes :
m(∅)=0, m({a1})=0.2, m({a2})=0.3, m({a1, a2})=0.5. Les degrés de plausibilité qui
en résultent sont :

� Pl(∅)=0,
� Pl(a1)=m({a1})+m({a1, a2})=0.7,
� Pl(a2)=m({a2})+m({a1, a2})=0.8,
� Pl({a1, a2})=Pl(Ω)=1-Bel(∅)=1 en utilisant la relation entre la fonction de cré-
dibilité et la fonction de plausibilité.

La fonction de crédibilité et la fonction de plausibilité sont reliées par plusieurs points :
� Si nous comparons la fonction de crédibilité avec la fonction de plausibilité, il
apparaît que la fonction de plausibilité domine la fonction de crédibilité. Ceci est
illustré par l'équation suivante :

∀A ⊂ B,Bel(A) ≤ Pl(A)

� ∀ A ⊆ Ω, Bel(A)+Bel(Ā) ≤ 1 et Pl(A)+Pl(Ā) ≥ 1.
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Figure 1.1 � Somme orthogonale entre m1 et m2

1.4.3 La règle de combinaison de Dempster

La règle de combinaison de Dempster permet de modi�er les croyances après l'arrivée
d'une nouvelle croyance. Cette règle permet de calculer, à partir de plusieurs fonctions de
crédibilité sur le même ensemble de discernement Ω, une nouvelle fonction de crédibilité
dite somme orthogonale en combinant les croyances.
D'une manière formelle, soient m1, m2 deux distributions de masses dé�nies sur un
référentiel Ω. Soient A1,A2...,An les éléments focaux de m1 et B1,B1...,Bl les éléments
focaux de m2. La distribution de masse m=m1 ⊕ m2 est dé�nie par :

m(∅) = 0

∀A ̸= ∅,m(A) =
1

k

∑
Ai∩Bj=A

m1(Ai) ∗m2(Bj) (1.12)

où
k = 1−

∑
Ai∩Bj=∅

m1(Ai) ∗m2(Bj)

k est une constante de normalisation et la quantité :∑
Ai∩Bj=∅

m1(Ai) ∗m2(Bj)

mesure le degré de con�its entre les deux distributions de masse m1 et m2.
La �gure 1.1 [6] illustre la combinaison orthogonale de deux masses m1 et m2.

Si
∑

Ai∩Bj=∅ m1 (Ai)*m2 (Bj)=1 alors les deux distributions de masses sont contra-
dictoires et la combinaison est impossible.
La masse associée à un sous-ensemble P de Ω est donnée par :

m(P ) =
∑

Ai∩Bj=P

m1(Ai) ∗m2(Bj)
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1.4.4 Le conditionnement

Di�érentes dé�nitions ont été développées pour le conditionnement dans la théorie
des fonctions de croyance. Parmi lesquelles nous trouvons la règle de Dempster :

Pl(A | B) =
Pl(A)

Pl(B)
(1.13)

1.4.5 Les fonctions de croyances et les probabilités

Nous pouvons faire le parallèle entre fonction de croyance et probabilités en plusieurs
points :

� Si tous les éléments focaux associés à une croyance sont des singletons alors la
mesure de probabilité est à la fois une mesure de croyance et une mesure de
plausibilité.

� L'axiome d'additivité des probabilités est remplacé par l'inégalité suivante :

Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B)

� La théorie des fonctions de croyance permet de distinguer l'ignorance de l'incer-
titude, contrairement à la théorie des probabilités. En e�et, pour la théorie des
fonctions de croyance, l'ignorance est représentée par le fait que deux événements
peuvent être tous les deux plausibles sans être pour autant crédibles. Plus formel-
lement, nous pouvons avoir :

Pl(A) = Pl(¬A) = 1

et
Bel(A) = Bel(¬A) = 0

Ainsi, la théorie des fonctions de croyance permet de distinguer entre l'ignorance
et l'incertitude, contrairement à la théorie des probabilités.

� La théorie des probabilités est, sous certaines conditions, un cas particulier de la
théorie des fonctions de croyance. En e�et, les mesures de croyance et de plausibi-
lité peuvent être vues respectivement comme étant la borne inférieure et la borne
supérieure de la probabilité [21] :

∀A ∈ Ω, Bel(A) ≤ P (A) ≤ Pl(A)

Ainsi, l'intervalle [Bel(A),Pl(A)] est interprété comme un encadrement de la pro-
babilité réelle de A [17].

� Dans le cas où la distribution de masse m est dé�nie sur les singletons du référentiel
Ω et non pas sur les sous ensembles de Ω, elle devient équivalente à une distribution
de probabilités. Ceci induit une égalité entre la mesure de probabilités, la mesure
de crédibilité et la mesure de plausibilité. Ainsi,

∀A ∈ Ω, Bel({A}) = Pl({A}) = P (A) (1.14)

L'équation de la théorie de Dempster-Shafer

Pl(A) = 1−Bel(¬A)

devient alors
P (A) + P (¬A) = 1

C'est la propriété caractéristique de la théorie des probabilités.



18 Théories de l'incertain et de l'imprécision

Les di�érentes relations entre les mesures relatives à la théorie des croyances peuvent
être illustrées sous forme graphique appelée intervalle de croyance (voir la �gure 1.2).
Nous pouvons souligner l'existence des fonctions symétriques de la crédibilité et de la
plausibilité à savoir l'incrédibilité (crédibilité de la négation) et le doute (la plausibilité
de la négation).

Figure 1.2 � Intervalle de croyance d'un élément focal A

1.4.6 Conclusion sur les fonctions de croyances

Les fonctions de croyances permettent la modélisation des connaissances incertaines
incluant le caractère de "non monotonie" du raisonnement où une connaissance peut
être revue après l'avènement d'une croyance grâce à la règle de conditionnement. Cette
théorie fût populaire [22] et le modèle de base a été étendu dans de nombreuses direc-
tions [23, 24]. Entre autre, dans [25], l'auteur a développé une théorie de l'incertain non
probabiliste appelé le modèle de croyance transférable qui est une interprétation parti-
culière de la théorie des fonctions de croyance où la représentation s'e�ectue sur la base
des informations partielles. Dans cette approche, le concept d'additivité est remplacé
par l'inégalité suivante :

Bel(A ∪B) ≥ Bel(A) +Bel(B)−Bel(A ∩B)

Cependant, la théorie des fonctions de croyances ne permet pas de prendre en compte
les informations contradictoires.

1.5 La Théorie des possibilités

Une manière d'évaluer le degré de con�dence attribué à un événement incertain était
de déterminer le degré de certitude de l'événement contraire comme pour la théorie des
probabilités. Une autre approche consiste à évaluer l'incertitude accordée à un événe-
ment par deux mesures distinctes, comme le cas de la théorie des possibilités.
La théorie des possibilités proposée par Zadeh [8] puis développée par Dubois et Prade
[9] est une théorie de l'incertain, ayant pour vocation de manipuler des connaissances
incomplètes [26] décrites en termes d'ensembles �ous. Elle di�ère de la théorie des pro-
babilités vu qu'elle manipule deux mesures duales (mesure de possibilités et mesure de
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nécessité). De plus, c'est une théorie non additive permettant de prendre en compte la
notion de structures ordinales. Cette théorie a été développée dans deux directions :
qualitative et quantitative. Ces deux approches partagent l'axiome de maxitivité mais
di�èrent dans leurs dé�nitions des concepts de conditionnement et d'indépendance.
Les mesures de possibilités qualitatives permettent d'évaluer les connaissances en uti-
lisant la notion d'ordre. La logique possibiliste est issue de la théorie des possibilités.
C'est une extension de la logique classique o�rant ainsi un contexte sémantique pour
le raisonnement non monotone dont la complexité reste proche à celle de la logique
classique. Les échelles ne sont pas numériques mais ordinales : les connaissances sont
organisées en niveaux (strates) selon leurs degrés de certitude. Ainsi, les formules de
même degré occupent la même strate.
La théorie des possibilités quantitative possède diverses branches : le degré de possibilité
peut être vu comme la borne supérieure d'une probabilité. Une distribution de possibili-
tés peut être considérée comme une fonction likelihood et peut codi�er une distribution
de probabilités avec des valeurs extrêmes [26].
La théorie des possibilités repose sur les concepts décrits dans les sous-sections sui-
vantes :

1.5.1 Distribution de possibilités

La théorie des possibilités est basée sur la notion de distribution de possibilités qui
représente une fonction de Ω vers [0, 1]. Une distribution de possibilités π représente
un état sur les connaissances permettant de distinguer ce qui est plausible à partir des
connaissances les moins plausibles.
La distribution de possibilités présente les propriétés suivantes :

� π(ω)> 0 : ω est quelque peu possible,
� π(ω) = 0 : ω est impossible,
� π(ω) = 1 : ω est totalement possible,
� π(ω) > π(ω′) :ω est plus plausible que ω′.
π est dite normalisée s'il existe une interprétation ω telle que π(ω)=1. La condition

de normalisation de la distribution de possibilités re�ète la cohérence des connaissances
représentées par π. Dans ce document, les distributions de possibilités considérées sont
normalisées.
Soient π et π′ deux distributions de possibilités. Si ∀ω, π(ω) < π′(ω), π est dite plus
spéci�que que π′ ou que π′ est plus générale ou moins informative.
Si ∀ω ̸= ω0, π(ω)=0 et π(ω0) =1 (toutes les interprétations de Ω sont impossibles sauf
une), alors la connaissance du monde est complète.
Ces distributions sont les plus spéci�ques.

1.5.2 Les mesures de possibilités et de nécessité

La théorie des possibilités a été dé�nie a�n de représenter des connaissances incom-
plètes, imprécises et incertaines. Comme pour la théorie des probabilités, l'évaluation
des degrés de con�ance d'un événement est numérique. Le degré de possibilité est dé�ni
par :

Π(ϕ) = max{π(ω) : ω |= ϕ} (1.15)

Π(ϕ) permet d'évaluer la cohérence de ϕ avec les connaissances disponibles repré-
sentées par π.
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Exemple 1.8 Dans le domaine des prévisions météorologiques, si le mois en cours est
Août, alors il est totalement possible que le ciel soit dégagé vu qu'il n'y a pas d'informa-
tions qui contredisent ce fait (exemple prévisions d'orages).

Le degré de possibilité Π satisfait les propriétés suivantes :
� Π(⊥)=0,
� Π(⊤)=1,
� Π(ϕ)=0 : ϕ est impossible,
� Π(ϕ)=1 : ϕ est complètement possible,
� Π(ϕ)=Π(¬ ϕ)=1 : ϕ et ¬ ϕ sont totalement possibles (cas de l'ignorance totale),
� max(Π(ϕ),Π(¬ ϕ))=1 : ϕ ou ¬ ϕ doit être possible (critère de normalisation),
� ∀ ϕ,∀ ψ Π(ϕ ∨ ψ)=max(Π(ϕ),Π(ψ)).
Les relations qui lient Π(ϕ) et Π(¬ ϕ) induisent la prise en compte de ces deux

quanti�cateurs pour la description de la croyance sur l'occurrence d'un événement. Π(¬
ϕ) informe sur la possibilité de ¬ ϕ, donc sur la certitude ou la nécessité de l'occurrence
de ¬ ϕ vu que si ¬ ϕ est impossible alors ϕ est certaine. Cette dualité permet de dé�nir
le degré de nécessité comme suit :

N(ϕ) = 1−Π(¬ϕ) = min{1− π(ω), ω |= ¬ϕ}

Cette relation duale entre Π et N exprime le fait que plus ϕ est certaine moins ¬ ϕ
devient cohérente avec les croyances disponibles.
Par exemple si un étudiant veut faire de la recherche en intelligence arti�cielle, il est
certain qu'il a des bases solides en logique.
Le degré de nécessité présente les propriétés suivantes :

� N(ϕ)=0 : ϕ n'est pas certaine, néanmoins ϕ peut être possible,
� N(ϕ)=1 : ϕ est certainement vraie,
� N(ϕ)> 0⇒ N(¬ ϕ)=0 : si ϕ est quelque peu certaine alors son contraire n'est pas
du tout certain,

� Π(ϕ) < 1 ⇒ N(ϕ)=0 : si ϕ n'est pas complètement possible alors ϕ est complète-
ment incertaine,

� ∀ ϕ,∀ ψ N(ϕ ∧ ψ)=min(N(ϕ),N(ψ)).

Remarque 1.3 Le domaine de ces di�érentes mesures est �ni.

1.5.3 Conditionnement possibiliste

Le conditionnement est un concept fondamental pour la mise à jour des pondérations
initiales attribuées aux connaissances représentées par la distribution des possibilités
après l'arrivée d'une information certaine, notée ϕ.
Soit π la distribution de possibilités initiales. Vu que la théorie des possibilités o�re deux
directions (qualitative et quantitative), le conditionnement possibiliste admet alors deux
dé�nitions selon le contexte ordinal ou numérique (pour plus de détails, voir [27, 28, 29]).

� Dans le contexte ordinal ou qualitatif, nous assignons au meilleur modèle de ϕ le
degré maximal de possibilités comme suit :

Π(ω | ϕ) =


1 si π(ω) = Π(ϕ) et ω |= ϕ
π(ω) si π(ω) < Π(ϕ) et ω |= ϕ
0 sinon

(1.16)

Cette dé�nition correspond au conditionnement basé sur le minimum.
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� Dans le contexte numérique, tous les éléments de ϕ sont augmentés proportion-
nellement :

Π(ω | ϕ) =

{
π(ω)
Π(ϕ) si ω |= ϕ

0 sinon
(1.17)

Cette dé�nition correspond au conditionnement basé sur le produit.
Les deux dé�nitions du conditionnement satisfont l'équation suivante qui rappelle l'équa-
tion de Bayes :

∀ω, π(ω) = π(ω | ϕ)⊗Π(ϕ)

où ⊗ représente le minimum (équation 1.16) ou le produit (équation 1.17).

Exemple 1.9 Considérons deux variables binaires, relatives à la dégradation de la
couche d'ozone (DO) et la pollution industrielle (PI) telles que : DDo=Oui(o),Non(¬o)
et DPi=Faible(f), Élevée(¬f). La table 1.1 donne les distributions de possibilités ini-
tiales. Supposons qu'une nouvelle information certaine arrive relative au fait que la
pollution soit élevée. La croyance est représentée par ϕ. Π(ϕ) = max(0.2, 0.5) = 0.5.

Table 1.1 � Distributions initiales
Do Pi Π(Do∧ Pi)
o f 0.6
o ¬f 0.2
¬o f 1
¬o ¬f 0.5

En utilisant l'équation du conditionnement basé sur le minimum, nous obtenons les dis-
tributions données par la table 1.2. En utilisant l'équation du conditionnement basé sur

Table 1.2 � Conditionnement basé sur le minimum
Do Pi Π(Do∧ Pi| ϕ)
o f 0
o ¬f 0.2
¬o f 0
¬o ¬f 1

le produit, nous obtenons les distributions données par la table 1.3.

Table 1.3 � Conditionnement basé sur le produit
Do Pi Π(Do∧ Pi| ϕ)
o f 0
o ¬f 0.4
¬o f 0
¬o ¬f 1

1.5.4 Mesures de probabilités et Mesures de possibilités

La théorie des possibilités est utilisée pour le raisonnement sous incertitude basé sur
le concept d'ordre (qualitatif) aussi bien que sur le concept numérique (quantitatif),
contrairement à la théorie des probabilités qui est essentiellement numérique.
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Dans le contexte subjectif [3], la théorie des possibilités quantitative concurrence la
théorie des probabilités. Le terme subjectif signi�e que les probabilités et les théories
numériques proposées pour représenter l'incertitude sont considérées comme des outils
permettant de quanti�er les croyances d'un agent sans tenir compte de la nature aléa-
toire ou fréquentiste des événements.
La table 1.4 présente une comparaison entre les deux théories par rapport à leurs
concepts respectifs.

Table 1.4 � Comparaison entre la théorie des probabilités et la théorie des possibilités
Probabilités Possibilités
Probabilité P Mesures Π et N
Distribution p Distribution π

Normalisation :
∑

ω∈Ω P (ω) = 1 Normalisation : maxω∈Ωπ(ω) = 1

Marginalisation : P (A) =
∑

ω p(ω) Marginalisation Π(A) = supωπ(ω)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)siA ∩B = ∅ Π(A ∪B) = max(Π(A),Π(B))

P (A ∩B) = P (A) ∗ P (B) si A et B sont indépendants N(A ∩B) = min(N(A), N(B))

max(Π(A),Π(Ā)) = 1
P (A) + P (Ā) = 1 Π(A) + Π(Ā) ≥ 1

N(A) +N(Ā) ≤ 1

∀ω ∈ Ω, p(ω) = 1
|Ω| Ignorance : ∀ω ∈ Ω, π(ω) = 1

1.5.5 Mesures de possibilités et les fonctions de croyance

Dans le cas où tous les éléments focaux sont emboîtés, c'est à dire si :

A1 ⊆ A2... ⊆ An

alors, les mesures de croyance et de plausibilité deviennent équivalentes aux mesures de
nécessité et de possibilité par les relations suivantes :

∀A ⊂ Ω,∀B ⊂ Ω, Bel(A ∩B) = min(Bel(A), Bel(B)) (1.18)

∀A ⊂ Ω,∀B ⊂ Ω, P l(A ∪B) = max(Pl(A), P l(B)) (1.19)

Une famille d'ensembles est dite emboîtée lorsque ses éléments sont ordonnés de telle
sorte que chacun soit contenu dans le suivant. En pratique, dans une approche système
expert, cette condition signi�e que les informations fournies par les experts sont natu-
rellement ordonnées au sens de leur précision car elles correspondent à des ensembles
emboîtés de valeurs : A1 ⊆ A2 ⊆...⊆ Ak [16]. Les di�érentes relations qui existent entre
ces di�érentes mesures de l'incertitude sont illustrées par la �gure 1.3.

1.5.6 Conclusion

La théorie des possibilités permet une représentation naturelle de la notion d'in-
certitude. L'incertitude associée à un événement est évaluée par deux mesures duales
(le degré de nécessité et le degré de possibilités). De plus, elle o�re deux contextes de
travail, l'un quantitatif ou numérique et l'autre qualitatif ou ordinal. Ainsi, le choix du
mode dépendra, par exemple, de la nature des connaissances incertaines à modéliser.
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Figure 1.3 � Relations entre les modèles de l'incertitude illustrées par un exemple

1.6 Théorie des ensembles �ous

La notion d'ensemble �ou provient du constat établi par Zadeh que "très souvent,
les classes d'objets rencontrés dans le monde physique ne possèdent pas de critères
d'appartenance bien dé�nis". La dé�nition des ensembles �ous répond au besoin de
représenter des connaissances imprécises, �oues et vagues qu'o�re les langues naturelles
du type "la plupart des suédois mesure plus de 1.75 m", "Mohammed est de grande
taille". Dans cette proposition, le quali�catif grand est un prédicat imprécis vu qu'il n'y
a pas de transitions marquées entre l'appartenance à un ensemble "grandes tailles" et
la non appartenance. De tels ensembles sont dits �ous.
Les principales notions de base de cette théorie [7] sont illustrées dans les prochaines
sous-sections.

1.6.1 Fonctions d'appartenance

A�n de représenter des concepts �ous, Zadeh [7] a dé�ni la fonction caractéristique
µ comme suit :

Dé�nition 1.7 Un ensemble �ou A sur un référentiel Ω est caractérisé par une fonction
d'appartenance µA qui associe à chaque élément x de Ω un nombre réel dans l'intervalle
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[0,1], c'est à dire :
µA : Ω→ [0, 1]

La valeur µA(ω) représente le degré d'appartenance de ω à A. Ainsi, plus la valeur
µA(ω) est proche de 1, plus grand est le degré d'appartenance de ω à A. En particulier :

� µA(ω)=0 représente la non-appartenance absolue,
� µA(ω)=1 représente l'appartenance totale,
� 0 < µA(ω) < 1 représente l'appartenance nuancée ou partielle.
Un ensemble �ou est dit normalisé s'il existe au moins un élément de son référentiel

qui a son degré d'appartenance égale à 1. Il est à noter que la théorie des possibilités
fait appel à des ensembles �ous normalisés.
Nous illustrons cette notion d'ensemble �ou par l'exemple suivant :

Exemple 1.10 Soit A l'ensemble �ou des tailles sur le référentiel des tailles illustré
par la �gure 1.4. Elle indique :

� qu'une personne telle que sa taille est inférieur à 1,6 m est de petite taille,
� qu'une personne est d'autant plus grande que la taille se rapproche de 1.90 m,
� qu'une personne est considérée très grande si sa taille dépasse les 1.90 m.

Figure 1.4 � Exemple d'ensemble �ou "grandes tailles"

Remarque 1.4 La fonction d'appartenance n'a pas un caractère universel, mais dépend
du contexte. Si nous prenons l'exemple de l'ensemble �ou "grand", il di�ère lorsque nous
parlons de personnes, d'animaux ou autres.

1.6.2 Les caractéristiques d'un ensemble �ou

Les caractéristiques d'un ensemble �ou A sont les suivantes[5].

1. La première caractéristique est le support de A, noté Supp(A) qui représente l'en-
semble des éléments ω qui ont un degré d'appartenance positif. Plus formellement,
le support de A est dé�ni par :

Supp(A) = {ω ∈ Ω : µA(ω) > 0}

2. La deuxième caractéristique de A est sa hauteur notée h(A) qui représente le
plus fort degré avec lequel un élément de X appartient à A. Plus formellement, la
hauteur de A est dé�nie par :

h(A) = {supω∈ΩµA(ω)}

Ainsi, un ensemble �ou est dit normalisé si sa hauteur est égale à 1.
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3. Le noyau de A, noté Noy(A) est l'ensemble des éléments de Ω pour lesquels la
fonction d'appartenance de A vaut 1. Il est dé�ni par :

{ω ∈ Ω : µA(ω) = 1}

4. Lorsque Ω est �ni, l'ensemble �ou A de Ω est caractérisé par sa cardinalité, qui
indique le degré global avec lequel les éléments de Ω appartiennent à A. Elle est
dé�nie par :

|A| = {
∑
ω∈Ω

µA(ω)}

1.6.3 Les coupes de niveau

La représentation d'ensemble �ou par une fonction d'appartenance peut être vue
comme "une représentation verticale" des ensembles �ous. Une autre vue possible, est
celle qui consiste à considérer un ensemble �ou comme une famille de sous-ensembles
classiques emboîtés, à l'aide de la notion de coupe de niveau [30]. Pour α ∈ ] 0,1], une
coupe de niveau α d'un ensemble �ou A est dé�nie par :

Aα = {ω ∈ Ω : µA(ω) ≥ α}

Nous pouvons aussi dé�nir une α-coupe stricte par :

A−
α = {ω ∈ Ω : µA(ω) > α}

1.6.4 Les opérations ensemblistes

Zadeh a dé�ni [7] des opérations ensemblistes sur les ensembles �ous qui sont en fait
une extension des opérations sur les ensembles classiques :

1.6.4.1 Égalité et inclusion des ensembles �ous

� Deux ensembles �ous A et B sont égaux si leurs fonctions d'appartenance prennent
les mêmes valeurs pour tout élément.

∀ω ∈ Ω, µA(ω) = µB(ω) (1.20)

� Un ensemble �ou A est dit inclus dans un ensemble �ou B si leurs fonctions
d'appartenance sont telles que :

∀ω ∈ Ω, µA(ω) ≤ µB(ω) (1.21)

1.6.4.2 Intersection et Union des ensembles �ous

� L'intersection de deux ensembles �ous A et B est l'ensemble �ou C noté A ∩ B,
tel que

∀ω ∈ ΩµC(ω) = min(µA(ω), µB(ω)) (1.22)

� L'union de deux sous ensembles �ous A et B est l'ensemble �ou D noté A ∪ B,
tel que :

µD(ω) = max(µA(ω), µB(ω)) (1.23)
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Table 1.5 � Exemples de T-normes
T-normes Nom

T1(a,b)=min(a,b) Minimum
T2(a,b)=a*b Produit

T3(a,b)=max(a+b-1,0) T-norme de Lukasiewicz

Table 1.6 � Exemples de Co-normes
Co-normes Nom

S1(a,b)=max(a,b) Maximum
S2(a,b)=a+b-a*b Somme probabiliste

S3(a,b)=min(1,a+b) Somme bornée

D'une manière générale, l'intersection et l'union de deux ensembles �ous peuvent être
dé�nies comme suit :

µA∩B(ω) = T (µA(ω), µB(ω))

µA∪B(ω) = S(µA(ω), µB(ω))

où T et S désignent respectivement une T-norme et une Co-norme. Les T-normes et les
Co-normes les plus utilisées sont résumées dans les tables suivantes :
Les di�érentes T-normes et Co-normes véri�ent les relation suivantes :

T3 < T2 < T1

S1 < S2 < S3

En pratique, les opérateurs min et max sont les plus utilisés pour modéliser respective-
ment l'intersection et l'union car ils véri�ent la propriété d'idempotence.

1.6.4.3 Complément d'un ensemble �ou

Le complément Ā d'un ensemble �ou A est dé�ni comme l'ensemble �ou ayant
comme fonction d'appartenance :

µĀ(ω) = 1− µA(ω) (1.24)

Propriété 1.3 Comme dans la théorie des ensembles classiques, les opérations citées
précédemment véri�ent les propriétés suivantes :

� Les opérations d'union ∪ et d'intersection ∩ sont commutatives et associatives.
� Les opérations d'intersection et d'union véri�ent les lois de De Morgan et de
distributivité :
Les lois de De Morgan

( ¯A ∪B) = Ā ∩ B̄
( ¯A ∩B) = Ā ∪ B̄

Les lois de distributivité

C ∩ (A ∪B) = (C ∩A) ∪ (C ∩B)

C ∪ (A ∩B) = (C ∪A) ∩ (C ∪B)

� L'inclusion est re�exive et transitive
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1.6.5 Mesures de possibilité et de nécessité

La théorie des possibilités est fondée sur la théorie des ensembles �ous [8]. Elle se
base sur la notion de distributions des possibilités et sur les mesures duales de possibilité
et de nécessité.
Du point de vue mathématique, les mesures de possibilités et de nécessité se réfèrent
aux ensembles �ous [7, 8].

Distribution de possibilités Une distribution de possibilité, notée πω sur un ré-
férentiel U peut être vue comme une fonction caractéristique généralisée d'ensembles
�ous représentant les valeurs connues comme des valeurs plus ou moins possibles pour
la variable considérée [8].

Dé�nition 1.8 [8] Soit A un sous ensemble �ou de l'univers du discours Ω caractérisé
par sa fonction d'appartenance µA. Soit X une variable prenant ses valeurs sur Ω. La
proposition "X est A" associe à X la distribution de possibilités πx dé�nie comme étant
numériquement égale à la fonction d'appartenance de A :

∀u ∈ Ω, πx(u) = µA(u)

Cette égalité numérique n'implique pas l'égalité des deux concepts. En e�et, πx(u) évalue
la possibilité que x=u étant donné l'état des connaissances incomplet "x=a" alors que
µA(u) évalue le degré de compatibilité de l'information x=u avec la déclaration "x est
A" [30].

Exemple 1.11 Nous savons de façon certaine que Jean a aux alentours de 30 à 33 ans
et qu'en tout état de cause il n'a pas moins de 27 ans ni plus de 38 ans. Cette information
imprécise peut être représentée par une distribution de possibilités µage(Jean) comme le
montre la �gure 1.5.

Figure 1.5 � Distribution de possibilités µage(Jean)
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Exemple 1.12 [3] µTall(h) quanti�e l'appartenance d'une personne de taille h à l'en-
semble Tall, πTall(h) quanti�e la possibilité que la taille d'une personne est h avec l'hypo-
thèse qu'elle appartient à l'ensemble Tall. Le principe possibiliste est traduit par l'égalité
suivante :

πTall(h) = µTall(h)

avec h ∈ H et H : ensemble des tailles [0,+∞]
Elle stipule que la possibilité qu'un homme grand a la taille h est numériquement égale
au degré d'appartenance d'un homme d'une taille h à l'ensemble des hommes grands.

∀h ∈ H,µ(Tall | h) = x→ π(h | Tall) = x, (1.25)

Mesure de possibilité Zadeh a proposé de dé�nir la possibilité d'un événement �ou
de la manière suivante [8] :

Dé�nition 1.9 Soit A un ensemble �ou de Ω. Soit πx une fonction de distribution de
possibilité associée à la variable X qui prend ses valeurs sur Ω. La mesure de possibilité,
Π(A) est dé�nie par :

Π(A) = supu∈Ωmin(µA(u), πX(u))

où µA est la fonction d'appartenance de A.

Si A est non �ou, nous retrouvons la dé�nition de la possibilité d'un ensemble non
�ou. La mesure de possibilité peut être vue comme le degré (la hauteur) d'intersection
de l'ensemble �ou A et l'ensemble �ou Fx dé�ni par la fonction de distribution de
possibilités πx (voir �gure 1.6).

Π(A) = 0⇔ supp(A) ∩ supp(Fx) = ∅

Figure 1.6 � Mesure de possibilité

1.6.6 Raisonnement approché

En logique classique, le modus ponens constitue le mécanisme de base de l'inférence
déductive. Il stipule :
Soit R la règle "Si X est A alors Y est B" et F le fait " X est A". La conclusion "Y est
B" est alors inférée.
En présence de connaissances imprécises, cette règle n'est pas su�sante vu que les
prémisses peuvent être juste partiellement véri�ées. Pour pallier à ce problème, Zadeh
a dé�ni le modus ponens généralisé [8]. C'est une règle d'inférence compositionnelle
permettant de déduire une conclusion imprécise à partir de prémisses imprécises et de
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faits imprécis.
Le modus ponens est représenté par le syllogisme suivant :
Règle : Si X est A alors Y est B
Fait : X est A'
Conclusion : Y est B'
Nous allons décrire dans ce qui suit le modus ponens généralisé qui fait appel aux notions
d'implication ainsi qu'au mécanisme de combinaison/projection.

1.6.6.1 L'implication �oue

L'implication �oue entre deux propositions �oues "x est A" et "y est B" est une
proposition �oue concernant le couple de variable (x,y) dont la valeur de vérité est
donnée par la fonction d'appartenance µR d'une relation �oue entre x et y dé�nie par :

∀(u, v) ∈ U × V µR(u, v) = I(µA(u), µB(v)) (1.26)

où I est une fonction de [0,1] X [0,1] → [0,1] qui désigne une implication �oue et
véri�e les propriétés suivantes :

� I1 : I(0,0)=I(0,1)=I(1,1)=1 ; I(1,0)=0,
� I2 : si x≤y alors I(x,y) ≥ I(z,y) ∀ y ∈ [0,1],
� I3 : si y≤t alors I(x,y) ≤ I(x,t) ∀ x ∈ [0,1],
� I4 : I(0,x)=1 ∀ x ∈ [0,1],
� I5 : I(x,1)=1 ∀ x ∈ [0,1].

Di�érents types d'implications �oues ont été proposées.
La table 1.7 regroupe les implications �oues les plus utilisées.

Table 1.7 � Principales implications �oues
Implication �oue Nom

I(a,b)=mAX(1-a,b) Kleene-Dienes
I(a,b)=1-a+a*b Reichenbach

I(a,b)=min(1,1-a+b) Lukasiewicz
I(a,b)=1 Si a ≤b Gödel
I(a,b)=b sinon

I(a,b)= 1 si a ≤ b Goguen
I(a,b)=b /a sinon

1.6.6.2 Le modus ponens généralisé

Considérons une règle �oue de la forme "Si X est A alors Y est B" et un fait "X est
A'" avec A et A' deux ensembles �ous de U et B un ensemble �ou de V. Le processus
de raisonnement approché consiste à déterminer une conclusion de la forme "Y est B"
à partir de ces deux informations, c'est à dire de quelle façon la di�érence entre A et A'
doit être répercutée sur B pour obtenir B' [30]. La méthode proposée par Zadeh consiste
à dé�nir la relation R correspondant à la règle, à la combiner avec A' puis de projeter
le résultat sur V. Le calcul de B' s'e�ectue par le processus de combinaison/projection.
La première opération consiste à combiner les di�érentes distributions de possibilités πi
dé�nies sur Ui associées aux di�érentes variables comme suit :

π = mini=1,rπi
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La projection de π sur le domaine Ui de xi est dé�nie de la manière suivante :

∀uk ∈ Uk, πi(ui) = supuk,k¬iπx1,...,xn(U1, ...Un)

Ainsi, en appliquant le processus de combinaison/projection, nous obtenons :

∀v ∈ V, µB′(v) = supu∈Umin(µA′(u), µR(u, v)))

où R est une implication �oue I (µR(u, v) = I(µA(u), µB(v))).

1.6.6.3 Le contrôle �ou

c'est l'une des applications pratiques de la logique �oue. Un contrôleur �ou se com-
porte comme un approximateur capable de calculer un résultat non �ou depuis plusieurs
variables non �oues mais par le biais d'un processus de raisonnement �ou. Il comporte
trois phases :

� La fuzzi�cation : consiste à transformer les données non �oues en données �oues.
� le noyau composé d'une base de connaissances �oues et d'un moteur d'inférences
�oues.

� La defuzzi�cation : consiste à transfomer les sorties �oues en des sorties non �oues.

1.7 Conclusion

Les di�érents modèles mathématiques de l'incertitude présentés dans ce chapitre à
savoir la théorie des probabilités, la théorie des croyances et la théorie des possibilités,
sont les modèles de l'incertain les plus couramment utilisés en intelligence arti�cielle.
Ils ont divers mérites dans le domaine de la représentation des connaissances incer-
taines. En utilisant la théorie des probabilités, l'ignorance totale sur un événement A
(P(A)=0)) entraîne que ¬A doit être considéré comme certain (P(¬A)=1) alors que
dans les deux autres modèles, le fait que A ne soit pas vrai n'entraîne pas la croyance
totale en l'événement ¬A.
Sous un autre angle, ces di�érentes facettes de l'incertitude sont liées. La �gure 1.7
illustre la hiérarchie qui existe entre elles. Nous relevons plusieurs points :

1. La théorie des fonctions de croyances de Dempster-Shafer est un cadre général du
raisonnement dans l'incertain qui permet de généraliser, entre autres, les deux cas
particuliers que sont la théorie des possibilités et la théorie des probabilités [31]
(voir �gure 1.8).

2. Les degrés de con�ance qui sont à la fois des mesures de possibilités, des mesures de
crédibilité , de plausibilité et de probabilités sont des mesures de Dirac : ∃ω, ω ∈ Ω
telle que d(ω) = 1.

3. Toutes ces mesures sont elles mêmes des cas particuliers des mesures �oues.

En intelligence arti�cielle, la logique a été considérée, depuis longtemps, à la base de
la représentation et du raisonnement sur les connaissances d'une manière générale. Le
chapitre suivant est destiné à exposer deux types de logiques quantitatives, qui nous
intéressent particulièrement, modélisant les connaissances incertaines, à savoir la logique
possibiliste quantitative et la logique des pénalités.
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Figure 1.7 � Tableau récapitulatif sur les mesures de l'incertain

Figure 1.8 � Relation entre les modèles de l'incertain
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Chapitre 2

Modèles Logiques de l'incertain

2.1 Introduction

Le développement des recherches dans le domaine de la logique, vu sa richesse d'ex-
pression permettant de spéci�er des problèmes complexes, a toujours eu une incidence
sur le domaine de l'intelligence arti�cielle en général et sur la représentation et le rai-
sonnement dans un cadre incertain en particulier.
Dans le contexte de l'incertain, plusieurs logiques ont été développées. Parmi lesquelles
nous trouvons :

� les logiques numériques qualitatives ou ordinales telles que la logique possibiliste
standard,

� les logiques numériques quantitatives telles que la logique possibiliste quantitative
et la logique des pénalités,

� les logiques non numériques comme les logiques non monotones, la logique des
défauts, la logique de la circonscription,...etc.

Ce chapitre est consacré à donner un bref aperçu sur ces di�érentes logiques. La
section 2 présente la logique possibiliste standard, tout en mentionnant les relations qui
la lie à d'autres logiques. La section 3 est dédiée à la logique possibiliste quantitative.
La section 4 expose les concepts de base de la logique des pénalités, tout en invoquant
les relations qu'elle entretient avec d'autres approches.

2.2 La logique possibiliste qualitative

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, la théorie des possibilités o�re
deux contextes de travail, l'un ordinal et l'autre numérique. Ainsi, si un expert veut
représenter ses connaissances en utilisant la logique, il dispose en fait de deux types de
logique possibiliste : la logique possibiliste standard et la logique possibiliste quantita-
tive.
La logique possibiliste standard est une logique de l'incertain conçue pour raisonner
avec des connaissances incomplètes et partiellement inconsistantes [32]. Elle est basée
sur l'idée d'ordre (complet) et non pas sur le calcul comme le cas des probabilités.
Au niveau syntaxique, des formules logiques propositionnelles sont manipulées, aux-
quelles sont attachées des valuations numériques correspondant au seuil minimal des
degrés de nécessité.
Au niveau mathématique, les degrés de possibilité et de nécessité se réfèrent aux en-
sembles �ous [7, 8] et la logique possibiliste est alors adaptée pour le raisonnement
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automatique où les connaissances disponibles sont entachées de �ou.

2.2.1 Base possibiliste standard

En logique possibiliste standard, les informations incertaines sont représentées par
une base propositionnelle avec priorité, appelée base de croyances possibilistes [33]. Plus
formellement, une base possibiliste Σ est constituée d'un ensemble de couples (ϕi,αi)
où ϕi est une formule propositionnelle et αi ∈ [0,1] est le poids associé à chaque formule
correspondant au seuil minimal du degré de nécessité. D'une manière formelle,
Σ = {(ϕi, αi) : i = 1, n} avec N(ϕi) ≥ αi.

2.2.2 Distribution de possibilités associée à une base possibiliste stan-
dard

La base possibiliste est une représentation compacte des distributions de possibilités.
Chaque élément d'information (ϕi, αi) d'une base de connaissances peut être vu comme
une contrainte qui restreint le degré de possibilité associé aux interprétations [34].

Si une interprétation ω satisfait ϕi alors son degré de possibilités est égal à 1 (ω est
complètement compatible avec la croyance ϕi), sinon, le degré est égal à 1−αi (plus ϕi
est certaine, moins ω est possible). En particulier, si αi = 1, alors toute interprétation
qui falsi�e ϕi, est telle que son degré de possibilité est égal à 0, donc est impossible.
D'une manière formelle, la distribution de possibilités associée à une formule pondérée
(ϕi, αi) est dé�nie par [34] : ∀ω ∈ Ω :

π(ϕi,αi)(ω) =

{
1− αi si ω ̸|= ϕi
1 sinon

(2.1)

Plus généralement, la distribution de possibilités associée à une base de connais-
sances possibiliste standard Σ est le résultat de la combinaison, par l'opérateur min,
des distributions de possibilités associées à chaque formule pondérée (ϕi, αi) de Σ, à
savoir : ∀ω ∈ Ω :

πΣ(ω) =

{
1 si ∀(ϕi, αi) ∈ Σ, ω |= ϕi
min{1− αi : (ϕi, αi) ∈ Σ, ω ̸|= ϕi} sinon

(2.2)

Exemple 2.1 Soit la base de connaissances possibiliste standard suivante :
Σ = {(¬a ∨ b, .1), (a ∨ b ∨ c, .3), (¬b ∨ d, .5), (¬d, .9)}. La distribution de possibilités est
donnée dans la table 2.1.

2.3 La logique possibiliste quantitative

La logique possibiliste quantitative est une logique numérique. Ainsi, un degré d'in-
certitude, correspondant au seuil minimal du degré de nécessité est associé à chaque for-
mule ϕi de la base de connaissances. Contrairement à la logique possibiliste standard, les
quanti�cations numériques attachées aux formules n'induisent pas une relation d'ordre.
En e�et, la pondération αi associée à chaque formule ϕi permet juste de quanti�er son
degré d'incertitude.

Soit Σ = {(ϕi, αi) : i = 1, ..., n} avec N(ϕi) ≥ αi. La distribution de possibilités
associée à une base de connaissances possibiliste quantitative Σ est dé�nie par : ∀ω ∈ Ω :

πΣ(ω) =

{
1 si ∀(ϕi, αi) ∈ Σ, ω |= ϕi
∗{1− αi : (ϕi, αi) ∈ Σ, ω ̸|= ϕi} sinon

(2.3)
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Table 2.1 � Distribution de possibilités associée à la base de connaissances de l'exemple
2.1

.

ω πΣ(ω)
a ∧ b ∧ c ∧ d .1
a ∧ b ∧ c ∧ ¬d .5
a ∧ b ∧ ¬c ∧ d .1
a ∧ b ∧ ¬c ∧ ¬d .5
a ∧ ¬b ∧ c ∧ d .1
a ∧ ¬b ∧ c ∧ ¬d .5
a ∧ ¬b ∧ ¬ c ∧ d .1
a ∧ ¬b ∧ ¬ c ∧ ¬d .9
¬a ∧ b ∧ c ∧ d .1
¬a ∧ b ∧ c ∧ ¬d .5
¬a ∧ b ∧ ¬c ∧ d .1
¬a ∧ b ∧ ¬c ∧ ¬d .5
¬a ∧ ¬b ∧ c ∧ d .1
¬a ∧ ¬b ∧ c ∧ ¬d 1
¬a ∧ ¬b ∧ ¬c ∧ d .1
¬a ∧ ¬b ∧ ¬c ∧ ¬d .7

Exemple 2.2 Soit Σ la base de connaissances possibiliste quantitative suivante : Σ =
{(a ∨ b, .8), (¬a ∨ c, .2), (c ∨ ¬d, .5)}
La distribution de possibilités associée à Σest donnée par la table 2.2.

Table 2.2 � Distribution de possibilités associée à la base de connaissances de l'exemple
2.2

ω πΣ(ω)
a ∧ b ∧ ¬ c ∧ d .4
a ∧ b ∧ ¬ c ∧ ¬ d .8
a ∧ ¬ b ∧ ¬ c ∧ d .4
a ∧ ¬ b ∧ ¬ c ∧ ¬ d .8
¬ a ∧ b ∧ ¬ c ∧ d .5
¬ a ∧ ¬ b ∧ c ∧ d .2
¬ a ∧ ¬ b ∧ c ∧ ¬ d .2
¬ a ∧ ¬ b ∧ ¬ c ∧ d .1
¬ a ∧ ¬ b ∧ ¬ c ∧ ¬ d .2
Autres interprétations 1

Du coté du mode d'inférence, contrairement à la logique possibiliste standard, il n'y
a pas eu de développement d'algorithmes de raisonnement. Pour ce faire, il faudrait
tenir compte de la nature des connaissances exprimées dans le contexte de la logique
possibiliste quantitative. Nous allons nous y intéresser dans le chapitre 8.

2.4 La logique des pénalités

La logique des pénalités a été proposée par Pinkas [35] et développée par Dupin de
Saint-Cyr [36, 37, 31]. Dans cette approche, à chaque formule de la base de connaissances
est associée une pénalité, qui correspond au prix à payer pour pouvoir rejeter cette
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formule. Plus la pénalité est élevée, plus la formule est importante.
D'une manière plus formelle, une base de connaissances à pénalités est dé�nie par :

Dé�nition 2.1 Soit R∗+ l'ensemble des réels strictement positifs plus {+∞}. Une base
de connaissance à pénalités notée PK est un multi-ensembles �ni de couples (ϕi,αi) avec
ϕi ∈ L et αi ∈ R∗+, αi étant la pénalité associée à ϕi.

Dans une optique de raisonnement, αi représente le degré de certitude associé à ϕi. Si
αi=+∞ alors ϕi est complètement certaine. Si une formule apparaît plusieurs fois dans
une base, la pénalité résultante est la somme de l'ensemble des pénalités associées à la
formule.

Exemple 2.3 PK = {(a, 1), (a, 1)} n'est pas équivalente à PK ′ = {(a, 1)} vu que dans
la base PK le coût pour supprimer a est égale à 2 alors que dans la base PK ′ le coût
est égal à 1.

Remarque 2.1 : Si dans une base à pénalités, toutes les pénalités sont in�nies, cela
implique qu'aucune formule ne peut être violée, ce qui réduit la logique des pénalités à
la logique classique.

2.4.1 Coût d'une interprétation

Soit PK = {(ϕi, αi) : i = 1, ..., n} une base de connaissances à pénalités.

Dé�nition 2.2 [35]
Le coût d'une interprétation ω ∈ Ω conformément à PK noté kPK est égal à la somme
des pénalités des formules de PK violées par ω :

κPK(ω) =

{
0 Si∀(ϕi, αi) ∈ PK , ω |= ϕi∑
{αi : (ϕi, αi) ∈ PK,ω |= ¬ϕi} Sinon

(2.4)

Exemple 2.4 Soit PK = {(¬a, 6), (¬b∨ c, 8), (a∨ c, 3), (¬c,+∞)} Les di�érents coûts
d'interprétation sont donnés par la table 2.3.

Table 2.3 � Coûts d'interprétation de l'exemple 2.4
ω kPK

a b c +∞
a b ¬c 6+8=14
a ¬b c +∞
a ¬b ¬c 6
¬a b c +∞
¬a b ¬c 3+8=11
¬a ¬b c +∞
¬a ¬b ¬c 3

Une base à pénalités induit une distribution de pénalités unique kPK(ω). kPK(ω) est
d'autant plus faible qu'il est plausible que ω soit le monde réel.
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2.4.2 Coût d'une formule

Le coût d'une formule ϕ cohérente, noté KPK(ϕ) est le coût minimal relativement
à PK qui satisfait ϕ :

KPK(ϕ) = min{(kPK(ω) : ω |= ϕ)} (2.5)

Le coût kPK satisfait les propriétés suivantes :

Propriété 2.1 KPK(⊥) = +∞
Cette propriété est naturelle, vu qu'il n'est pas possible de rendre KPK cohérent avec ⊥.

Propriété 2.2 KPK(⊤)=min{kPK(ω) : ω ∈ Ω}
KPK(⊤) représente le coût minimal pour rendre KPK cohérente.

Propriété 2.3 KPK(⊤) = +∞ ⇔ ∀(ϕi, αi) ∈ PK,αi = +∞ et {(ϕi, αi) ∈ PK} est
incohérente.

Propriété 2.4 KPK(⊤) =0 ⇔ PK est cohérente.

Propriété 2.5 ∀ ϕ,ψ ∈ L, (ϕ |= ψ) → KPK(ϕ) ≥ KPK(ψ)

Propriété 2.6 ∀ ϕ,ψ ∈ L,
1. KPK(ϕ ∧ ψ) ≥ max(KPK(ϕ),KPK(ψ))

2. KPK(ϕ ∨ ψ) = min(KPK(ϕ),KPK(ψ))

3. KPK(⊥) ≥ KPK(ϕ) ≥ KPK(⊤)

Remarque 2.2 Dans [38], Freund a mis en exergue la relation qui existe entre la lo-
gique des pénalités et la logique des défauts. Il a proposé une approche additive pour
générer une relation d'inférence non-monotone à partir d'un ensemble de règles de dé-
fauts. Cette approche associe d'abord une valuation entière à chaque règle. Ces valuations
sont en fait des pénalités puisqu'elles induisent une valuation sur chaque interprétation
ω en sommant les poids des règles violées par ω. Ainsi, il y a génération automatique
des pénalités à partir d'un ensemble de défauts ϕi → ψi.

2.5 Les logiques connexes

Nous allons brièvement aborder dans cette section :
� les relations qui existent entre la logique possibiliste standard et certaines logiques
numériques telles que la logique probabiliste et certaines logiques non numériques
telles que la logique modale et la logique des défauts,

� les relations qu'entretient la logique des pénalités avec la logique possibiliste, les
fonctions de croyance et les fonctions conditionnelles ordinales.

2.5.1 La logique possibiliste et la logique probabiliste

La logique probabiliste peut être utilisée pour modéliser le raisonnement automa-
tique. En e�et, le mécanisme d'inférence peut être étendu à la logique probabiliste. Ainsi
par exemple le principe de résolution s'exprimerait par [28] :

P (q ∨ r) ≥ max(0, P (p ∨ q) + P (¬p ∨ r)− 1)



38 Modèles Logiques de l'incertain

Il est à noter que la borne inférieure est plus petite si nous la comparons à celle utilisant
les degrés de nécessité. De plus, l'utilisation de l'axiome d'additivité dans la logique pro-
babiliste entraîne un taux d'erreur croissant des données de départ vers les conclusions,
tandis que dans le contexte possibiliste, ce taux est constant. Le critère de normalisation
dans la logique probabiliste (

∑
i=1...n P(ωi)=1 où ωi sont des événements élémentaires)

est plus di�cile à satisfaire que la règle de normalisation pour les mesures de possibilités
(maxi=1..n Π(ωi)=1).
Néanmoins, il s'est avéré que les mesures de possibilités peuvent être interprétées comme
une famille spéciale des probabilités inférieures et supérieures [27] et les fonctions ordi-
nales conditionnelles [39] ont permis d'interpréter les mesures de possibilités en termes
de probabilités in�nitésimales [40].
La logique possibiliste et la logique probabiliste ne sont pas dédiées aux mêmes buts
[34]. La logique probabiliste apparaît mieux adaptée pour traiter les connaissances in-
complètes de type statistique. Elle a été également construite comme une théorie de
l'induction [41] ou une logique pour les croyances subjectives [42]. La logique proba-
biliste est plus complexe que la logique possibiliste, spécialement si les probabilités
conditionnelles doivent être prises en compte dans le langage. Ceci implique que le rai-
sonnement possibiliste est plus simple. La logique possibiliste quant à elle a pour but
de permettre de raisonner avec la partie la plus certaine de la base de connaissances.

2.5.2 La logique possibiliste et la logique modale

Il est également intéressant de discuter des liens qui existent entre la logique des
possibilités et la logique modale qui procure une modélisation des modalités telles que
la possibilité et la nécessité [28].
La logique modale a été introduite a�n de prendre en compte des a�aiblissements ou
des renforcements d'a�rmations présents dans les langues naturelles. Les principales
di�érences entre ces deux approches sont :

� Dans la logique modale, possibilité et nécessité sont des concepts "tout ou rien".
Ils peuvent être introduits comme des symboles spéciaux du langage. 2p corres-
pondrait à "p est nécessaire" et 3p correspondrait à "p est possible". Dans la
théorie des possibilités, les notions de possibilité et de nécessité sont des notions
graduelles.

� La logique modale propose di�érents types d'axiomatisation, tandis que les axiomes
de la théorie des possibilités sont bien dé�nis et sont uniques. Dans cette optique,
il est judicieux de dé�nir la contrepartie qualitative des axiomes de la théorie des
possibilités dans le style de la logique modale. Une façon de faire consiste à utiliser
les règles de traductions suivantes :
� ⊢ 2 P est traduit en N(p)=1
� ⊢ 3 P est traduit en Π(p)=1
� l'identité classique ¬3p = 2¬p est traduite en 1-Π(p)=N(¬ p)

� De plus, une traduction numérique de l'implication de Lewis 2(p → q) serait
N(p→q)=1 qui implique que p→ q est vrai dans la logique possibiliste.

Pour plus de détails sur les relations entre la logique possibiliste et la logique modale
voir [43].

2.5.3 Raisonnement par défaut utilisant les logiques de l'incertain

La logique probabiliste et la logique possibiliste ont été suggérées comme des ap-
proches possibles pour le raisonnement par défaut [44, 45]. L'idée est d'interpréter le



Les logiques connexes 39

poids accordé à une règle "Si-Alors" comme une mesure qui évaluerait à quel point cette
règle n'a pas d'exception. Cette interprétation engendre plusieurs problèmes [28] :

� Les règles par défaut n'ont pas toujours une interprétation statistique. En parti-
culier, la typicalité semble être de nature di�érente. Une règle par défaut est alors
modélisée par la connaissance de la quantité Π(q | p) dé�nie par la relation :

Π(p ∧ q) = min(Π(p),Π(q | p))

Néanmoins, cette notion de conditionnement est très liée à l'implication logique,
vu que Π(q | p) = 1−N(p→ ¬q).

� Ce n'est pas clair que dans la logique des défauts, nous puissions attacher des
degrés d'incertitude à une implication logique p → q.

L'utilisation du conditionnement au lieu de l'implication peut apparaître une approche
plus naturelle pour modéliser les relations imparfaites de type "est un".

2.5.4 La logique des pénalités et la logique possibiliste

Le coût d'une formule est une mesure de possibilité non normalisée avec un chan-
gement d'intervalle de [0,+∞] en [0,1]. En e�et [31], la logique des pénalités peut être
considérée comme une logique multi-sources où chaque formule < ϕi, αi > d'une base de
connaissances à pénalité provient d'une source indépendante et exprime une contrainte
sur une fonction coût ki dé�nie par :

ki(ω) =

{
αi si ω |= ¬ϕi
0 sinon

(2.6)

En combinant toutes ces fonctions coûts ki par l'addition, nous obtenons le coût d'une
interprétation dé�ni par :

k(ω) =

n∑
i=1

ki(ω)

De manière similaire, la logique possibiliste peut être aussi considérée comme une lo-
gique multi-sources : chaque formule <ϕi, βi> d'une base de connaissances possibiliste
provient d'une source indépendante et exprime une contrainte sur une distribution de
possibilités πi dé�nie par :

πi(ω) =

{
1− βi si ω |= ¬ϕi
1 sinon

(2.7)

En combinant toutes ces distributions de possibilités πi par le minimum, nous obtenons
la distribution de possibilités la moins spéci�que qui satisfait les contraintes :

π∗(ω) = mini=1...nπi(ω)

Si nous utilisons une autre norme triangulaire comme le produit, nous obtenons :

π∗(ω) =
∏

i=1...n

πi(ω)

Le logarithme de cette distribution de possibilités correspond à l'opposé de la fonction
coût induite par la base de connaissances à pénalités où les pondérations αi sont telles
que αi=-log(1-βi).

log(π∗(ω)) =
∑

ω|=¬ϕi

log(1− βi) = −k(ω) (2.8)
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2.5.5 La logique des pénalités et les fonctions de croyance

Dans [46], Dupin de Saint-Cyr a montré la relation entre la théorie des fonctions de
croyances et la logique des pénalités sous forme de deux points :

� Le coût d'interprétation kPK : Ω → [0,+∞] induit par une base à pénalités
PK composée de n formules pondérées correspond à la fonction de contour Pl :
Ω → [0, 1] induite par la règle de combinaison de Dempster sur n fonctions sup-
ports (une pour chaque formule ϕi).
Soit PK = {(ϕi, αi), i = 1, ..., n} une base de connaissances à pénalités. La fonc-
tion de masse mi est dé�nie comme suit :

mi(ϕi) = 1− e−αi

mi(⊤) = e−αi

avec e−∞=0 vu que αi ∈ [0, 1].
Soit m=m1 ⊗...⊗ mn le résultat de la combinaison des mi avec la règle de Demps-
ter [21] sans re-normalisation.
La fonction de contour pl : Ω→ [0, 1] associée à m est la restriction de la fonction
de plausibilité Pl sur des singletons, c'est à dire que :

Pl(ω) = Pl({ω}) =
∑
ω|=ϕ

m(ϕ)

Après développement, nous obtenons :

Pl(ω) = e−KPK(ω)

ou encore :
KPK(ω) = −Log(Pl(ω))

Cette équation ne peut être étendue aux formules ; Il n'y a pas d'équivalence entre
la fonction de plausibilité et la fonction coût KPK .

� La fonction KPK : L → [0,1] correspond à une mesure de plausibilité dans le
cas d'une version in�nitésimale de la théorie de Dempster-Shafer où les masses
impliquées sont toutes in�niment proches de 0 ou de 1.

2.5.6 La logique des pénalités et les fonctions conditionnelles ordi-
nales

Les fonctions conditionnelles ordinales [39] associent à chaque interprétation ω un
nombre entier k(ω) qui représente le "degré d'anormalité" de ω. Cette fonction k s'étend
aux formules de la même façon que dans la logique des pénalités [46], par :

k(ϕ) = minω|=ϕk(ω)

L'interprétation de k(ϕ) a trait aux probabilités in�nitésimales :
� Si k(ϕ)=α alors la probabilité de ϕ est de l'ordre de ϵα, où ϵ est in�niment petit.
� Si α =0 alors Pr(ϕ) ≈ k où k> 0.

Spohn a dé�ni également le degré d'anormalité de ω sachant ϕ par :

k(ω | ϕ) = k(ω)− k(ϕ)
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puis :
k(ψ | ϕ) = minω|=ϕk(ω | ϕ)

Si ϕ et ψ ne sont pas incompatibles alors k(ϕ ∧ ψ)=k(ϕ)+k(ψ | ϕ).
Le caractère additif de la fonction k n'a pas trait à une somme de coûts issue de la
violation de formules (comme le cas de la logique des pénalités) mais à l'application du
théorème de Bayes sur des probabilités in�nitésimales.

Remarque 2.3 Pour les fonctions conditionnelles ordinales, il n'existe pas de bases de
connaissances sous-jacentes à la construction de la fonction k [38].

2.6 Conclusion

Les di�érentes logiques présentées dans ce chapitre permettent de traiter les infor-
mations incertaines. Plusieurs auteurs se sont intéressés à faire le parallèle entre elles.
La logique de probabilités, la logique des possibilités et les OCF admettent l'existence
d'interprétations totalement possibles exprimées par la valeur 1 dans la théorie des
possibilités et par 0 dans les OCF. Cette notion n'existe pas lorsque nous utilisons les
relations de plausibilité (les fonctions de croyance). Les théories des probabilités et de
possibilités admettent l'existence de mondes totalement impossibles exprimée par 0.
Dans les autres formalismes, toutes les interprétations sont quelque peu possibles.
Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés, entre autres, à deux types de logique : la
logique possibiliste quantitative et la logique des pénalités. Ces modes de représentation
des connaissances incertaines ainsi que leurs modes d'inférence feront l'objet de notre
étude dans les chapitres ultérieurs.
Nous nous intéressons dans le chapitre suivant aux modes de représentation graphiques
et plus précisément

� aux réseaux causaux probabilistes,
� et aux réseaux causaux possibilistes qualitatifs

Les réseaux causaux possibilistes quantitatifs, faisant l'objet de notre étude, seront
abordés plus en détails dans la partie consacrée à notre approche.
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Chapitre 3

Modèles Graphiques de l'incertain :

Représentation et Raisonnement

3.1 Introduction

Les approches logiques de l'incertain permettent d'utiliser un langage formel pour
la description des connaissances et le raisonnement automatique. Elles constituent une
référence aux autres formalismes surtout pour le raisonnement. Néanmoins, les connais-
sances ne sont pas structurées.
Plusieurs recherches ont justement permis l'émergence d'un certain nombre de modèles
graphiques o�rant un cadre de représentation plus structuré. En e�et, a�n de captu-
rer les di�érents aspects inhérents au raisonnement incertain, il est primordial de tenir
compte des in�uences pouvant exister entre certains événements et la répercussion de
la prise en charge d'une nouvelle connaissance sur le réseau.
Parmi les modèles graphiques les plus répandus, nous distinguons : les réseaux cau-
saux probabilistes [10, 11, 12], les arbres de décision [47], les diagrammes d'in�uence
[48, 49, 50] et les Valuation Based Systems (VBS) [51, 52, 53, 54, 55]. L'ensemble de ces
modèles graphiques reposent sur la théorie des probabilités.
Pour les mêmes raisons qu'en logique et dans le même ordre d'idée, des chercheurs ont
été amenés à adapter les mécanismes de propagation probabilistes en proposant des
versions possibilistes. Ainsi, dans [56], les auteurs proposent un algorithme de propa-
gation possibiliste pour les hypergraphes. Dans [57], Fonck a adapté l'algorithme de
Pearl [10] dans le contexte possibiliste. Dans [58, 59, 60] les auteurs ont développé une
boite à outils pour la propagation possibiliste pour les réseaux possibilistes indirects et
plus récemment dans [61] l'auteur a adapté les algorithmes de propagation des réseaux
causaux probabilistes aux réseaux causaux possibilistes basés sur le produit et sur le
minimum.

Les VBS ont également été adaptés en théorie des possibilités. En e�et, Shenoy [52]
a proposé une version possibiliste de l'algorithme de propagation dans les VBS utilisant
uniquement l'opérateur produit. Cano, Delgado et Moral [62] ont présenté un système
de propagation pour des graphes simplement connectés utilisant des valuations. Une
généralisation de cet algorithme au graphe avec boucles a été développé par Fonck [57].
Dans une représentation graphique, nous distinguons deux composantes :

� Une composante graphique matérialisée par des graphes pouvant être de di�é-
rentes structures. Elle explicite l'ensemble des variables dont il est question ainsi
que les liens qui existent entre elles, mettant ainsi en exergue les di�érentes in-

43
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Figure 3.1 � Réseau causal correspondant à l'exemple 3.1

�uences entre les variables.
� Une composante numérique qui quanti�e les di�érents liens qui existent entre les
variables.

Les modèles possibilistes, basés sur la théorie des possibilités, o�rent deux contextes de
travail, permettant soit une modélisation qualitative soit une modélisation quantitative
selon l'hypothèse de la problématique à traiter. Ceci permet en fait de dé�nir deux types
de réseaux causaux possibilistes : les réseaux causaux possibilistes basés sur le minimum
(qualitatif) et les réseaux causaux possibilistes basés sur le produit (quantitatif).
Nous allons aborder dans ce chapitre les di�érentes notions inhérentes aux principaux
modèles graphiques de l'incertain en commençant par les modèles numériques issus de
la théorie des probabilités, puis les modèles issus de la théorie des possibilités.

3.2 Réseaux causaux Bayésiens

Les réseaux causaux bayésiens sont des modèles graphiques dirigés ou orientés. Ils
sont issus d'un mariage entre la théorie des probabilités et la théorie des graphes ap-
portant ainsi des outils naturels pour traiter le problème crucial de l'incertitude dans le
domaine de l'intelligence arti�cielle. La théorie des probabilités est à la base de ces mo-
dèles graphiques assurant leurs consistences. La théorie des graphes fournit une interface
intuitive permettant ainsi à un humain de structurer un problème par un ensemble de
composantes interagissant entre elles.
Cette synthèse a pour but de donner un aperçu sur les principaux concepts des réseaux
bayésiens et de présenter les principaux algorithmes exacts de la propagation.

3.2.1 Les concepts de base

Soit l'exemple suivant [63] extrait du frame problem [64] :

Exemple 3.1 En début de journée, la voiture ne démarrait pas. Le starter étant en
fonction, les causes de la panne peuvent être diverses : Vu que le starter fonctionne,
cela induit que la batterie est chargée. La cause la plus probable est que l'essence a dû
être dérobé durant la nuit ou encore que les bougies ne sont pas nettoyées. Cela peut être
également dû au carburateur non nettoyé, ou encore à quelque chose de plus sérieux.
A�n de localiser la panne, la jauge d'essence est d'abord véri�ée. Celle-ci indiquait la
moitié du réservoir. Ainsi, la décision prise est de nettoyer les bougies.
A�n d'implémenter ce type de raisonnement sur machine, il est nécessaire de pouvoir
répondre à des questions de type : qu'est ce qui m'a permis d'a�rmer que les causes :
"Vol d'essence" et "bougies mal nettoyées" sont les plus probables ? Une autre question
qui est posée est : qu'est ce qui m'a poussé à véri�er la jauge d'essence ?
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Il est alors nécessaire de disposer d'outils a�n de représenter le problème ainsi que des
méthodes d'inférence.
Une façon de faire, consiste à construire un graphe représentant les relations causales
entre les événements. Ainsi, cette situation peut être décrite par un graphe composé
par des n÷uds et des liens. Les événements sont représentés par les n÷uds. Lorsque un
n÷ud A a un impact causal sur le n÷ud B, alors les deux n÷uds seront reliés par un
lien.
La �gure 3.1 illustre les relations causales de l'exemple 3.1.

3.2.1.1 Quelques dé�nitions

Avant d'entamer les concepts de bases des réseaux causaux bayésiens, nous allons
présenter, dans cette section, les préliminaires sur les graphes, nécessaires à la description
des algorithmes d'inférence.

1. Généralités

Dé�nition 3.1 (Graphe ou réseau) Soit V un ensemble �ni de variables. Soit
E une partie de V×V. Un graphe noté G=(V,E) est dé�ni par deux ensembles V
et E où V est un ensemble �ni de n÷uds V={A,B, ...} et E est un ensemble de
liens connectant des paires de n÷uds dans V (voir �gure 3.2b). Si les liens dans E
sont orientés alors, ils sont dits des arcs et le graphe G associé est appelé graphe
orienté.

Les �gures (3.2a),(3.2b),(3.2c),(3.2d),(3.2e) représentent des graphes.

Dé�nition 3.2 (Chaîne, Chemin) Soit G=(V,E) un graphe. Une séquence de
n÷uds [v0, v1, ..., vn] est une chaîne dans G si et seulement si :

∀i, 1 ≤ i ≤ n, (vi−1, vi) ∈ E, (vi, vi+1) ∈ E

Soit G=(V,E) un graphe orienté. Une séquence de n÷uds [v0, v0, ..., vn] est un
chemin dans G si et seulement si :

∀i, 1 ≤ i ≤ n, (vi−1, vi) ∈ E

Dé�nition 3.3 (Cycle, Boucle) Soit G=(V,E) un graphe. Un cycle est un che-
min simple [v0, v1, ..., v0].
Une boucle est un cycle indirect.

Dé�nition 3.4 (Graphe Acyclique Orienté) Soit G=(V,E) un graphe orienté.
G est dit acyclique si G ne contient aucun cycle orienté.

Dé�nition 3.5 (Parent, Enfant) Soit G=(V,E) un graphe orienté. Si(u,v) ∈
A, alors u est un parent de v, et v est un enfant de u.

Dé�nition 3.6 (Ascendant, Descendant) Soit G=(V,E) un graphe orienté et
u,v deux n÷uds. S'il existe un chemin orienté de u à v alors u est un ascendant
de v, et v est un descendant de u.

Dé�nition 3.7 (Racine, Feuille) Une racine d'un graphe est un n÷ud sans pa-
rent. Une feuille d'un graphe est un n÷ud sans enfant.

Notations 3.1 � Parents : UA est l'ensemble des parents du n÷ud A.
� Enfants : YA est l'ensemble des enfants du n÷ud A.
� Descendants : XA est l'ensemble des descendants du n÷ud A.
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Figure 3.2 � Di�érents types de graphes

� non-Descendants : ZA est l'ensemble des non-descendants du n÷ud A, tel
que ZA = V −XA.

2. Les types de graphes
Selon la nature des liens qui existent entre les n÷uds, plusieurs types de graphes
ont été dé�nis :
� DAG : (Directed Acyclic Graph) est un graphe orienté acyclique (sans cycle).
Les �gures (3.2c), (3.2d) et (3.2e) sont des DAG. La �gure (3.2a) ne représente
pas un DAG.

� DAG simplement connecté : c'est un DAG ne contenant pas de boucles. Un
DAG est dit un arbre simple si chaque n÷ud a au plus un parent (voir �gure
(3.2c)). Autrement, il s'agit d'un polyarbre (voir �gure (3.2d)).

� DAG avec boucle : est un DAG qui contient au moins une boucle. La �gure
(3.2e) contient la boucle ACED.

Remarque 3.1 les graphes orientés et non orientés sont très utilisés pour représenter
des connaissances. Les modèles à base de graphes non dirigés appelés les modèles de
Markov permettent de représenter des relations temporelles ou spatiales [65, 66, 67].
Les graphes dirigés acycliques sont utilisés a�n de représenter des relations temporelles
ou causales comme dans [68, 69, 70].

3.2.1.2 Les réseaux causaux et le critère de D-Séparation

Les réseaux causaux bayésiens sont issus des travaux de [10]. Ils sont fondés sur
des Graphes Acycliques Dirigés (DAG) où les n÷uds représentent des variables et les
arcs résument les liens causaux qui existent entre elles. Les variables représentent des
événements (propositions), pouvant avoir un nombre quelconque de valeurs.
Le raisonnement sous incertitude requiert la prise en charge de la retombée de la
croyance d'un événement sur les croyances des autres événements du système. Un réseau
causal, justement, permet d'étudier l'in�uence du changement sur le degré de certitude
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Figure 3.3 � Les types de liaisons dans un DAG

Figure 3.4 � Exemple de liaisons en série

d'une variable sur l'ensemble des variable du réseau. Cette in�uence est en fonction de
la topologie du DAG.

Les topologies des DAG : Il existe trois types de liaisons ou de connexions dans
un DAG :

Connexions en série : Considérons la situation de la �gure (3.3a). La variable
A a une in�uence sur B, qui à son tour, in�ue sur C. D'une manière similaire, l'évidence
sur C in�ue sur la certitude de A à travers B. D'autres part, si l'état de B est connu,
alors le canal devient bloqué. A et C deviennent alors indépendants. A et C sont alors
dits d-séparées étant donné B. Ainsi, l'évidence est transmise à travers la connexion en
série jusqu'à ce que l'état de la variable en connexion soit connu.

Connexions divergentes : La situation de la �gure (3.3b) est une connexion
divergente. L'in�uence passe entre l'ensemble des �ls de A, jusqu'à ce que A soit connue.
Ainsi, B,C,...,E sont d-séparées étant donné A. L'évidence peut être transmise à travers
des connexions divergentes jusqu'à ce qu'elle soit instanciée.

Connexions convergentes : La �gure (3.3c) illustre une connexion convergente.
Si nous ne connaissons rien sur A excepté les connaissances inférées de ses parents B,...,E
alors ces derniers sont séparés. Si A change alors la communication entre ses parents
est alors ouverte.
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Figure 3.5 � Exemple de liaisons divergentes

Figure 3.6 � Exemple de liaisons convergentes
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Indépendance conditionnelle dans les DAGs : le critère de D-séparation La
structure d'un DAG encode les relations d'indépendance et ceci sans tenir compte des
valuations numériques. Pearl, Verma et Geiger [10, 71, 72, 73] ont examiné le problème
de dé�nir avec exactitude les types d'indépendance impliquées par une structure de
DAG dans un réseau causal. Cette notion d'indépendance est à la base du critère de d-
séparation. Le critère de d-séparation est une propriété purement graphique permettant
de préciser dans quelles condition une information peut être traitée localement sans
perturber l'ensemble du graphe.
Ainsi, tout calcul d'incertitude dans une structure causale obéit au principe stipulant
que si A et B sont d-séparées, alors une nouvelle information relative à l'une d'entre
elles n'in�ue pas sur la certitude de l'autre. Cette caractéristique est très utile lors de
la propagation d'une évidence e à travers un DAG.
La règle générale du critère de d-séparation est la suivante :

Dé�nition 3.8 (N÷uds d-séparés par un ensemble de n÷uds) Soit G=(V,E) un
DAG. Soient Z ⊆ V et A et B deux n÷uds ∈ V-Z. A et B sont dits d-séparés par Z si
chaque chemin entre A et B est bloqué par Z. Plus précisément, si :

� La connexion est en série ou elle est divergente et l'état de Z est connu,
� la connexion est convergente et ni Z ni aucun de ses descendants ne sont connus.
Cette caractéristique est notée par :

< A | Z | B >G

Cette dé�nition peut être étendue aux ensembles :

Dé�nition 3.9 (ensembles) Soit G=(V,E) un DAG. Soient X,Y,Z des sous-ensembles
disjoints de V. X et Y sont d-séparés par Z si chaque n÷ud Xi ∈ X et Yi ∈ Y , Xi, Yi
sont d-séparés par Z.

Dé�nition 3.10 (Chemin d-séparé par un ensemble de n÷uds) Un chemin p est
dit d-séparé par un ensemble Z de n÷uds si et seulement si :

1. p contient une séquence en série i → m → j ou une divergence i ← m→ j, telle
que m ∈ Z, ou bien

2. p contient une convergence i→ m← j telle que m /∈ Z et telle qu'aucun descendant
de m n'appartienne à Z.

Exemple 3.2 Dans le DAG représenté par la �gure 3.7, les relations de d-séparation
suivantes sont détectées :

� X={X2} et Y={X3} sont d-séparés par Z={X1} car les deux chemins connectant
X2 à X3 sont bloqués par Z

� Le chemin X2 ← X1 → X3 est bloqué car il s'agit d'une divergence dans laquelle
le n÷ud milieu X1 appartient à Z.

� Le chemin X2 → X4 ← X3 est bloqué car il s'agit d'une convergence dans laquelle
le n÷ud X4 ainsi que tous ses descendants n'appartiennent pas à Z.

Par contre Z'={X1, X5} ne d-sépare pas X2 et X3 car le chemin X2 → X4 ← X3 n'est
pas bloqué par Z' vu que X5, qui est un descendant du n÷ud milieu X4, appartient à Z'.
Ainsi, le fait de connaître l'e�et X5 rend ses causes X2 et X3 dépendantes.

Remarque 3.2 Le concept de d-séparation est utilisé a�n de faciliter la mise à jour
des probabilités dans un réseau causal après l'arrivée d'une nouvelle connaissance. Cette
opération est aussi connue sous les noms d'inférence ou de propagation. Néanmoins,
comme nous le verrons dans les sections suivantes, même en tenant compte de ce critère,
le calcul d'inférence probabiliste est en général NP-Complet.
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Figure 3.7 � Réseau bayésien représentant les dépendances entre cinq variables

Figure 3.8 � Topologies où les n÷uds A et C sont conditionnellement indépendants
étant donné B

3.2.1.3 L'indépendance conditionnelle dans les DAGs

Le concept d'indépendance conditionnelle re�ète la notion de blocage d'in�uence
entre variables.

Dé�nition 3.11 X et Y sont indépendants conditionnellement de Z, noté X ⊥ Y | Z,
si :

P (X | Z, Y ) = P (X | Z)

Remarque 3.3 La notion d'indépendance conditionnelle apparaît dans les cas de connexions
en série et de connexions divergentes (voir �gure 3.8).

Le lien entre le critère de d-séparation et d'indépendance conditionnelle est établi grâce
au théorème de Verma et Pearl [74, 75] :

Théorème 3.1 Soit G=(V,E) un DAG. Soient X ⊂ V, Y ⊂ V et Z ⊂ V, trois sous
ensembles de n÷uds. Si X et Y sont d-séparés dans G par Z, alors X et Y sont indé-
pendants conditionnellement à Z, c.a.d, X ⊥ Y | Z.

3.2.1.4 Modélisation d'un réseau Bayésien

Un réseau Bayésien permet de représenter un ensemble de variables aléatoires pour
lesquelles nous connaissons un certain nombre de relations de dépendances et où une
distribution de probabilités dé�nie sur l'ensemble des variables est disponible. Formel-
lement :
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Figure 3.9 � Exemple d'un réseau Bayésien

Dé�nition 3.12 Soit G=(V,E) un DAG. Soit P la distribution de probabilités jointe
sur l'ensemble des éléments de V. (G,P) est dit un réseau Bayésien si chaque variable
A ∈ V est conditionnellement indépendante de ses non-descendants ZA étant donné ses
parents (UA).

Il est à noter qu'en pratique, la distribution de probabilités jointe sur l'ensemble des
variables n'est quasiment jamais spéci�ée. Ainsi, ce sont en général des distributions de
probabilités locales qui sont utilisées.

Spéci�cation d'un réseau Bayésien : La construction d'un modèle Bayésien se fait
en deux phases :

1. Spéci�cation de la composante qualitative : Cette phase consiste à dé�nir
les relations d'in�uence pouvant exister entre les variables prises deux à deux. Ces
in�uences seront représentées graphiquement par des arcs.

2. Spéci�cation de la composante quantitative : Cette phase consiste à quan-
ti�er numériquement les di�érents liens qui existent dans le DAG par des proba-
bilités conditionnelles de chaque variable A dans le contexte de ses parents (UA)
comme suit :
� Si (UA) = ∅ (A est un n÷ud racine) alors, il s'agit de spéci�er les probabilités
a priori relatives aux di�érentes instances de la variable A, tout en respectant
la condition de normalisation qui stipule que :∑

a

P (a) = 1

� Si (UA) ̸= ∅ alors il faudrait spéci�er les probabilités conditionnelles des di�é-
rentes instances a de A dans le contexte des di�érentes instances de ses parents
uA telles que : ∑

a

P (a | uA) = 1

Ces spéci�cations numériques sont souvent données par des experts du domaine
modélisé.

Exemple 3.3 Soit le DAG illustré dans la �gure (3.9). Les distributions a priori sont
données par la table (3.1) et les distributions conditionnelles sont données par les tables
(3.2) et (3.3).
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Table 3.1 � Les probabilités a priori P(B) et P(C)
B P(B) C P(C)
b .7 c .5
¬b .3 ¬c .5

Table 3.2 � Les probabilités conditionnelles P(A | B ∧ C)
A B C P (A | B ∧ C) A B C P (A | B ∧ C)
a b c .8 ¬a b c .2
a b ¬c .6 ¬a b ¬c .4
a ¬b c .9 ¬a ¬b c .1
a ¬b ¬c .3 ¬a ¬b ¬c .7

La règle de chaînage : La règle de chaînage permet une représentation compacte
de la distribution de probabilité associée à l'ensemble des variables. En e�et, si nous
considérons l'ensemble V, la représentation en mémoire de P(V) serait très fastidieuse.
Par exemple si l'ensemble V est composé de 30 variables prenant chacune trois valeurs,
alors il faudrait mémoriser plus de 1014 valeurs.
A�n de palier à cet inconvénient, la règle de chaînage permet, justement, de calculer
P(V) à partir des probabilités conditionnelles spéci�ées dans le réseau :

Dé�nition 3.13 (Règle de chaînage) La distribution de probabilités globale jointe à
travers un ensemble de variables V={A1, ..., AN} est exprimée par le produit des proba-
bilités conditionnelles via la règle de chaînage suivante :

P (A1, ..., AN ) =
∏

i=1..N

P (Ai | UAi) (3.1)

où UAi représentent les parents de Ai.

Exemple 3.4 Soit le réseau causal de la �gure 3.9 auquel est associé la table des pro-
babilités a priori (table 3.1) et les tables des probabilités conditionnelles (tables 3.2 et
3.3).
La distribution des probabilités jointe est dé�nie par :

∀ai, bi, ci, di, P (ai ∧ bi ∧ ci ∧ di) = P (ai | bi ∧ ci) ∗ P (di ∧ ai) ∗ P (bi) ∗ P (ci)

où ai, bi, ci, di représentent respectivement les instances des variables A,B,C,D.
Par exemple P (¬a∧b∧¬c∧d) = P (¬a | b∧¬c)∗P (d | ¬a)∗P (b)∗P (¬c)=.4*.1*.7*.5=.014.

3.2.2 Algorithmes de propagation dans les réseaux causaux bayésiens

3.2.2.1 Introduction

Pour les réseaux causaux probabilistes, l'inférence consiste à propager une évidence
(une nouvelle information) à travers un réseau et de voir son impact. La propagation
entraîne en fait, une mise à jour des distributions de probabilités associées aux variables
après l'arrivée de l'évidence.
Il existe principalement deux types d'algorithmes d'inférence :

1. Algorithmes exacts : Ces algorithmes calculent les distributions de probabili-
tés associées aux n÷uds exactement. L'algorithme exact le plus fondamental est
celui proposé par Kim et Pearl [76] et Pearl [10, 77]. L'impact de chaque évidence
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Table 3.3 � Les probabilités conditionnelles P(D | A)
D A P (D | A)
d a .6
d ¬a .1
¬d a .4
¬d ¬a .9

est perçu comme une perturbation se propageant en parallèle à travers le réseau,
via un mécanisme de passage des messages entre les variables voisines. Dans le
cas d'un graphe causal simplement connecté, l'algorithme converge rapidement.
Néanmoins, pour le cas d'un réseau avec boucles, l'algorithme ne donnera pas les
résultats escomptés vu la présence de boucles. Pour cela d'autres algorithmes, tel
que celui de l'arbre de jonction [11], ont été développés nécessitant la transforma-
tion du graphe initial en un arbre de jonction formé d'un ensemble de groupes de
variables.

2. Algorithmes approximatifs : Ce type d'algorithme est utilisé dans le cas où il
n'existe pas d'algorithmes exacts ou encore lorsque ceux-ci présentent une com-
plexité calculatoire intense. En e�et, les algorithmes exacts sont NP-Complet [78]
excepté pour les polyarbres.
L'idée de base de ces méthodes est de générer un échantillon à partir de la dis-
tribution de probabilités jointe des variables, puis d'utiliser l'échantillon généré
pour calculer les valeurs de probabilités d'événement après prise en compte de
l'évidence [79].
Les méthodes de propagation approximatives peuvent être classées en deux types :
les méthodes de simulation stochastiques et les méthodes de recherche détermi-
nistes. Les méthodes du premier type génèrent l'échantillon à partir de la distribu-
tion de probabilités jointe en utilisant des mécanismes aléatoires. Pour le deuxième
type de méthodes, l'échantillon est généré d'une manière systématique [79]. Parmi
les algorithmes approximatifs, nous distinguons loopy belief propagation [80].

Dans ce qui suit, nous présentons les algorithmes exacts les plus utilisés selon la
structure du DAG (polyarbre, réseau causal avec boucles).

3.2.2.2 La propagation dans les Polyarbres

Nous allons présenter dans cette section une version centralisée de l'algorithme de
Pearl [76, 10] pour la propagation probabiliste dans un polyarbre proposé dans [81]. Cet
algorithme a la particularité d'être de complexité polynômiale.

Le principe de propagation : Dans un polyarbre, deux n÷uds sont reliés par un
chemin unique. Ceci induit que chaque n÷ud Xi divise le polyarbre en deux parties :
l'une incluant les n÷uds accessibles à partir des parents du n÷ud Xi et l'autre inclut
les n÷uds accessibles à partir des enfants. A�n de faciliter le calcul, l'évidence E est
décomposée en deux sous ensembles disjoints E−

A et E+
A (voir la �gure (3.10)) corres-

pondants aux deux sous graphes séparés par le n÷ud A dans le polyarbre. Ces deux
ensembles sont dé�nis par :

� E−
A = {EA, E−

AY1
, ..., E−

AYm
} où EA correspond au n÷ud A et E−

AYj
correspond à

l'instanciation des variables en-dessous de l'arc de A à Yj .
� E+

A = {E+
U1A

, ..., E+
UnA
} où E+

UiA
correspond à l'instanciation des variables au-

dessus de l'arc de Ui à A.
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Figure 3.10 � Cautionnement de l'évidence E en sous-ensembles associés aux parents
et aux enfants d'un n÷ud typique A

Figure 3.11 � Exemple d'un polyarbre

e+A et e−A représentent respectivement l'évidence attachée au n÷ud dans E+
A et E−

A

eA dénote l'évidence attachée au n÷ud A.

Exemple 3.5 Considérons le DAG représenté par la �gure (3.11). Supposons que les
variables binaires suivantes sont instanciées : A=¬ a,B=b,D=¬d,G=1,K=¬ k.
Alors, E = {A,B,D,G,K}, E+

A = {E−
BA, E

−
CA, E

−
EA} = {B,D}, E

−
A = {EA, E−

AG, E
−
AH} =

{A,G,K}, e = {¬a, b,¬d, g,¬k}, e+A = {e−BA, e
−
CA, e

−
EA} = {b,¬d}, e

−
A = {eA, e−AG, e

−
AH} =

{¬a, g,¬k}

La propagation de l'évidence est e�ectuée d'une manière e�cace en combinant les
informations provenant de di�érents sous-graphes en utilisant la technique de passage
de message (calculs locaux) d'un sous graphe vers un autre. Plus précisément, les com-
munications entre les variables se font en utilisant deux types de messages :

� λ message pour transmettre l'information des enfants vers les parents,
� µ message 1 pour transmettre l'information des parents vers les enfants.

1. Ce message est noté par µ au lieu de π (comme dans la littérature), a�n de ne pas confondre
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D'une manière formelle [10], chaque n÷ud A sera ainsi caractérisé par sa probabilité
conditionnelle en se basant sur une évidence totale e, notée Bel(A), qui sera fonction
des valeurs λ et µ relatives à ce n÷ud.
La valeur λ(A) est calculée à partir des λ messages reçus à partir des enfants du n÷ud
A et la valeurs µ(A) est calculée à partir des µ messages reçus à partir des parents du
n÷ud A.
Ainsi, ∀a ∈ DA :

� La mesure de probabilité courante de chaque instance a basée sur l'évidence totale
e est dé�nie par :

Bel(a) = P (a | e) = α ∗ λ(a) ∗ µ(a) (3.2)

où α = 1∑
aBel(a)

est le facteur de normalisation
� La valeur λ associée à chaque instance a ∈ DA est dé�nie par :

λ(a) = P (a | e−A) = λA(a) ∗
m∏
j=1

λYj (a) (3.3)

où λA(a) dénote l'évidence totale relative au n÷ud A telle que :

λA(a) =

{
0 si eA ̸= a (A est instanciée à a avec eA ̸= a)
1 sinon (A est instanciée à a avec eA = a ou A n'est pas instanciée)

(3.4)
� La valeur µ associée à chaque instance a ∈ DA est dé�nie par :

µ(a) = P (a | e+A) =
∑
u

P (a | u) ∗
n∏
i=1

µA(ui) (3.5)

� Le message λ de A vers ses parents Ui, (i ∈ {1, ..., n}) où Ui=ui est dé�ni par :

λA(ui) = P (e−UiA
| ui) = β ∗

∑
a

λ(a)[
∑
uk:k ̸=i

P (a | u) ∗
∏
k ̸=i

µA(uk)] (3.6)

où β est une constante de normalisation.
Remarque 3.4 Dans le cas où chaque n÷ud dans le graphe a un parent unique
alors la valeur λ est simpli�ée comme suit :

λA(ui) = β ∗
∑
a

λ(a) ∗ P (a | u)

� Le message µ de A à ses enfants Yj , (j ∈ {1, ...,m}) où A=a est dé�ni par :

µYj (a) = P (a | e+AYj ) = α ∗ λA(a) ∗
∏

i=1...m,i̸=j

λYi(a) ∗ µ(a) (3.7)

Algorithme de propagation L'algorithme de propagation de base pour les poly-
arbres a été proposé par Pearl dans [10]. Néanmoins, Peot et Shachter [81] ont proposé
une version révisée de l'algorithme sans modi�er sa complexité. Cette version converge
au bout de deux itérations.

Algorithme 3.1 : Propagation dans un polyarbre
Début

avec la distribution de possibilités.
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Choix de la racine de propagation Cette phase consiste à choisir un n÷ud arbi-
traire parmi l'ensemble le plus restreint des n÷ud connectés contenant les n÷uds
observés noté S.

Initialisation Dans cette étape, tous les λ et µ valeurs et messages sont initialisés
comme suit :

1. Pour chaque n÷ud A racine, la valeur µ(a) est initialisée à P(a), ∀a ∈ DA.

2. Pour chaque n÷ud A observé,
� Si A est instanciée à a, alors λ(a) est initialisée à 1,
� sinon λ(a) est initialisée au degré 0.

Collecte de l'évidence Lors de cette phase, pour chaque n÷ud dans S :
� ses valeurs λ et µ sont calculées en utilisant respectivement les équations (3.3)
et (3.5) permettant ainsi le passage de message à son n÷ud adjacent dans la
direction du pivot.
Si ce n÷ud est un parent alors

� le message est calculé en utilisant l'équation (3.6) Sinon
Le message est calculé en utilisant l'équation (3.7)

� la collecte de l'évidence débute avec le n÷ud le plus lointain du pivot dans S.
Distribution de l'évidence Lors de cette phase, chaque n÷ud :

� calcule ses valeurs λ et µ en utilisant respectivement les équations (3.3) et (3.5)
� Passe les messages aux n÷uds adjacents en commençant du pivot lui même
jusqu'à atteindre les feuilles.
Le calcul des messages à envoyer aux n÷uds adjacents dépend de son type :
Si le n÷ud traité est un parent alors

� le message est calculé en utilisant l'équation (3.6)
Sinon
Le message est calculé en utilisant l'équation (3.7)

Marginalisation Pour chaque n÷ud A, Bel(A) =P (a | e) est calculé en utilisant
l'équation(3.2).

Fin

Exemple 3.6 Considérons le DAG donné par la �gure (3.11). Supposons que de nou-
velles informations ont été obtenues pour les n÷uds C,J et K. Ainsi, l'ensemble S =
{J,E,B, F,C,G,K}. Supposons que le n÷ud pivot est F. La �gure (3.12a) représente
le diagramme correspondant. Les di�érents passages de messages sont résumés par la
�gure (3.12b).

3.2.2.3 La propagation dans les graphes à connexions multiples

L'algorithme de propagation pour les polyarbres décrit par Pearl [10] n'est pas
adapté pour les graphes à connexions multiples. Dans [12], les auteurs proposent un
algorithme d'inférence exacte plus e�cace et générale (pouvant être appliqué aussi bien
pour les polyarbres que pour les graphes à connexions multiples), dit algorithme de
l'arbre de jonction, qui consiste à compiler le graphe original en une structure d'arbre
secondaire appelée arbre de jonction, puis de réaliser la transmission de message sur cet
arbre. Cet algorithme fût amélioré par la suite par Jensen [11]. Ainsi, les experts forma-
lisent leurs connaissances en utilisant les réseaux causaux et la propagation s'e�ectue
sur une structure secondaire (arbre de jonction) caractérisée par :

� Un arbre de jonction (Junction Tree) J T est formé d'un ensemble de n÷uds.
Chaque n÷ud est composé par un ensemble de variables ou clusters notés Ci.
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Figure 3.12 � Exemple de propagation dans un DAG simplement connecté
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� Chaque arc est étiqueté par l'intersection des deux clusters adjacents Ci et Cj
appelé séparateur et noté par Sij .

� A chaque cluster Ci (respectivement séparateur Sij) de J T est a�ecté une dis-
tribution jointe locale relative aux variables du cluster (respectivement au sépa-
rateur), appelée potentiel, noté par ψCi (respectivement ψSij ).

� Une distribution de probabilités jointe globale unique est associée à un arbre de
jonction J T . Elle est dé�nie par :
Dé�nition 3.14 La distribution jointe associée à un arbre de jonction J T est :

PJT (A1, ..., AN ) =

∏m
i=1 ψCi∏m−1
j=1 ψSij

(3.8)

où m représente le nombre de clusters dans l'arbre de jonction.
� Dé�nition 3.15 (Lien consistant) Soient Ci et Cj deux clusters adjacents dans
un arbre de jonction J T et Sij le séparateur associé. Le lien entre Ci et Cj est
dit consistant ou stable si :∑

Ci\Sij

ψCi = ψSij =
∑
Cj\Sij

ψCj (3.9)

Si tous les liens dans l'arbre de jonction sont consistants, alors l'arbre de jonction
est dit globalement consistant.
Si un arbre de jonction est globalement consistant, alors le potentiel associé à
chaque cluster Ci doit satisfaire :

ψCi = P (Ci) (3.10)

� La distribution de probabilité associée à chaque variable A contenue dans un
cluster Ci est obtenue en marginalisant ψCi sur A comme suit :

P (A) =
∑
Ci\A

ψCi (3.11)

Principalement, l'algorithme d'inférence exact pour les graphes à connexions mul-
tiples se comporte de la manière suivante :

� La phase de construction : Elle nécessite un ensemble de sous-étapes a�n
de transformer le graphe initial en un arbre de jonction, dont les n÷uds sont des
clusters (regroupements des n÷uds du graphe initial). Cette transformation est
nécessaire pour :
� Éliminer les boucles du graphe initial,
� Optimiser l'algorithme d'inférence.
Elle s'e�ectue en trois étapes :

1. Moralisation du DAG initial G,
2. Triangulation du graphe moral,

3. Création de l'arbre de jonction à partir du graphe moral triangulé.

� La phase de propagation : C'est la phase de calcul de l'ensemble des distribu-
tions de probabilités du réseau après l'avènement de nouvelles informations. Cette
phase s'e�ectue par le biais de passage de messages entre les n÷uds de l'arbre de
jonction.

La phase de construction comporte les étapes suivantes :
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Figure 3.13 � Un graphe acyclique dirigé (DAG)

Figure 3.14 � Graphe moral associé au DAG de la �gure 3.13

Les transformations graphiques : Cette étape consiste donc à construire l'arbre
de jonction associé au réseau causal original G.
Étape 1 : Moralisation : Elle consiste à marier deux à deux les parents de chaque
variable en les reliant par un arc non-dirigé. A partir d'un graphe G, le graphe moral
associé noté GM est obtenu par la procédure suivante :

Algorithme 3.2 : Construction du graphe moral [12, 82]
Début

Associer au DAG initial G un graphe non dirigé en éliminant les directions de tous les
arcs,

Construire le graphe moral GM à partir de G en reliant les parents de chaque n÷ud en
rajoutant des arcs non dirigés.

Fin

Exemple 3.7 La �gure 3.14 représente le graphe moral associé au DAG de la �gure
3.13. Les arcs en pointillés représentent les arcs qui ont été ajoutés.
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Étape 2 : Triangulation du graphe moral :
En général, il existe plusieurs façons de trianguler un graphe moral. La tâche de trou-
ver la triangulation la plus optimale est NP-complet [83, 84, 78]. Néanmoins, plusieurs
heuristiques ont été développées a�n de réduire le coût induit par l'inférence, parmi
lesquelles se trouve le critère de sélection de n÷uds qui est une heuristique (induisant
une complexité polynômial) produisant une triangulation de haute qualité [85].
La procédure de triangulation qui suit permet également d'identi�er l'ensemble des clus-
ters ou cliques (noté cluster-set) en utilisant l'algorithme de Golumbic [86] qui garantit
qu'aucun cluster n'est inclus dans un autre cluster plus grand.
Algorithme 3.3 : Triangulation du graphe moral et identi�cation des clus-

ters [85]
Debut

Cluster-set :=∅ ;
G′M :=GM ;

Tantque il existe des n÷uds dans G′M Faire

Si il existe un n÷ud A tel que tous ses n÷uds adjacents sont connectés
Alors

Créer un cluster C contenant A ainsi que ses n÷uds adjacents ;

Supprimer A de G′M
Sinon

Sélectionner un n÷ud A ayant le nombre de n÷uds adjacents le plus petit ;

Ajouter des arcs a�n de connecter l'ensemble des n÷uds adjacents ;

Pour chaque arc ajouté à G′M, ajouter l'arc correspondant à GM ;

Créer un cluster C contenant A ainsi que ses n÷uds adjacents ;

Supprimer A de G′M
Si C ̸⊂ cluster-set Alors cluster-set :=cluster-set ∪{C} ;

Fin

Exemple 3.8 La �gure (3.15) représente le graphe triangulé obtenu à partir du graphe
moral de la �gure (3.14). L'arc en pointillé représente l'arc ajouté par la procédure de
triangulation.
L'ordre d'élimination des variables ainsi que la construction des cliques sont illustrés
par la table (3.4).

Étape 3 : Construction de l'arbre de jonction optimal : A�n de construire
l'arbre de jonction, il faudrait relier les di�érents clusters générés par la procédure
précédente. Cette tâche est réalisée en insérant, itérativement, des séparateurs entre des
paires de cliques, jusqu'à ce que les cliques soient connectées par m-1 séparateurs, où m
représente le nombre de clusters [87].
La procédure correspondante est donnée en deux parties : la première partie consiste
à présenter la construction de l'arbre de jonction et la seconde étape est relative aux
choix appropriés des séparateurs.
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Table 3.4 � L'ordre d'élimination des variables
N÷uds Clusters Arcs Cluster-set
éliminés induits ajoutés

A AC rien {AC}
G GH rien {AC,GF}
C CDF rien {AC,GF,CDF}
H EFH rien {AC,GF,CDF,EFH}
B BDE (D,E) {AC,GF,CDF,EFH,BDE}
D DEF rien {AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF}
E EF rien {AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF} (EF ⊆ DEF)
F F rien {AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF} (F ⊆ DEF)

Figure 3.15 � Triangulation du graphe moral de la �gure 3.14

1. Construction de l'arbre de jonction optimal : La procedure suivante permet
de construire un arbre de jonction optimal à partir d'un ensemble de m clusters
(cluster-set) et ceci en les reliant par un ensemble de séparateurs (Separator-set) :
Algorithme 3.4 : Construction d'un arbre de jonction optimal[88]

Debut

Pour i :=1 à m Faire

Separator-set :=∅ ;
Ci :=Cluster-set[i] ;

Pour j :=1 à (m-1) Faire

Cj :=Cluster-set[j] ;

Créer un séparateur candidat Sij pour les deux clusters Ci et Cj ;

Insérer Sij dans Separator-set ;

Sélectionner un séparateur Sij à partir de Separator-set, en accord avec
le critère de selection spéci�é ci-après ;
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Insérer le séparateur Sij entre le cluster Ci et le cluster Cj
Fin

2. Choix des séparateurs appropriés : Dans le but de décrire comment s'e�ectue
la sélection du séparateur, les notions suivantes sont dé�nies :
� Le poids associé à un n÷ud A est la taille de son domaine représentée par le
nombre de ses valeurs.

� Le poids associé à un cluster est le produit des poids des variables qui le consti-
tuent.

� La masse d'un séparateur Sij est le nombre de variables qu'il contient ou c'est
le nombre de variables contenues dans Ci ∩ Cj .

� Le coût d'un séparateur Sij est le produit des poids de ses variables.
Ainsi, le choix du séparateur dans l'algorithme précédent se fait comme suit :
� Le séparateur candidat doit avoir la masse la plus élevée.
� Dans le cas où plusieurs séparateurs ont la même masse, le temps de l'inférence
peut être optimisé en choisissant le séparateur induisant le moindre coût.

Exemple 3.9 Considérons l'ensemble de clusters suivant :
cluster-set={AC,GF,CDF,EFH,BDE,DEF} obtenu à partir de la �gure (3.15) de
l'exemple précédent et supposons que les variables sont binaires. L'application du critère
de sélection est résumée dans la table 3.5. Ainsi, l'ensemble des séparateurs associés aux
di�érentes cliques est : separator-set={C,DF,DE,EF, F}. L'arbre de jonction associé
est représenté par la �gure (3.16).

Table 3.5 � Choix des séparateurs appropriés
Clusters Séparateurs Masse Coût Séparateurs

candidats sélectionnés
AC,CDF C 1 2 *
AC,BDE ∅ - -
AC,DEF ∅ - -
AC,EFH ∅ - -
AC,GF ∅ - -

CDF,BDE D 1 2
CDF,DEF DF 2 4 *
CDF,EFH F 1 2
CDF,GF F 1 2
BDE,DEF DE 2 4 *
BDE,EFH E 1 2
BDE,GF ∅ - -
DEF,EFH EF 2 4 *
DED,GF F 1 2
GF,EFG F 1 2 *

La phase de propagation : Après avoir construit l'arbre de jonction optimal
associé au graphe causal original, l'étape suivante consiste à calculer la composante
numérique associée à l'arbre de jonction. Le processus général de propagation dans les
graphes à connexions multiples sans variables d'observation est illustré par la �gure
(3.17). Il consiste à calculer la distribution de probabilités P(A) associée à une variable
A dans le contexte d'aucune évidence [88].
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Figure 3.16 � Arbre de jonction associé au DAG de la �gure 3.13

Figure 3.17 � Le diagramme de l'algorithme de propagation sans évidence
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Notations 3.2 Le potentiel associé à un cluster Ci lors de la phase d'initialisation
(respectivement lors de consistance globale) est noté ψICi

(respectivement ψCCi
.)

D'une manière détaillée, la propagation s'e�ectue en trois phases :

1. Initialisation : Cette étape consiste à quanti�er l'arbre de jonction avec les
potentiels de croyance. Le résultat est un arbre de jonction inconsistant vu que
les assignations initiales des potentiels ne satisfont pas la propriété de consistance
locale formalisée par l'équation (3.9).

2. Propagation globale : Elle consiste en une série de passages de messages sur
l'arbre de jonction. Ces passages de messages réarrangent les potentiels de l'arbre
de jonction de telle sorte à aboutir à une structure consistante. Ainsi, le résultat
de cette phase est un arbre de jonction consistant.

3. Marginalisation : Elle consiste à calculer, pour chaque variable d'intérêt V, la
distribution de probabilités P(A) à partir de l'arbre de jonction consistant. D'une
manière détaillée, les étapes sont décrites comme suit :

Initialisation : La procédure suivante initialise les fonctions potentielles associées
à l'arbre de jonction en utilisant les probabilités conditionnelles initiales :
Algorithme 3.5 : Initialisation Debut

Pour chaque cluster Ci Faire ψICi
:= 1 ;

Pour chaque séparateur Sij Faire ψISij
:= 1 ;

Pour chaque variable A Faire

Sélectionner un cluster Ci contenant {A} ∪ UA ;
ψICi

:= ψICi
∗ P (A | UA) ;

Fin
Les fonctions potentielles obtenues codi�ent la distribution probabiliste jointe associée
à l'arbre de jonction, à savoir :

P = PJT (3.12)

où P est la distribution de possibilités du réseau causal initial obtenue en utilisant
l'équation (3.1) et PJT représente la distribution de probabilités jointe associée à l'arbre
de jonction obtenue en utilisant l'équation (3.8).
Après avoir initialisé les potentiels de l'arbre de jonction, il faudrait s'assurer de la
consistance locale en e�ectuant une propagation globale décrite dans la section suivante :

La propagation globale : Elle induit à chaque cluster de passer des messages à
l'ensemble de ses clusters adjacents. Ces messages sont ordonnés a�n que chaque passage
de message préserve la consistance introduite par le passage de message précédent. Une
fois la propagation globale achevée, chaque paire (cluster, séparateur) est consistante et
l'arbre de jonction est localement consistant.
Le mécanisme de passages des messages peut être explicité en détaillant la procédure
de passage de message entre deux clusters adjacents, puis en explicitant comment se
fait la coordination des passages de messages :

1. Passage de messages simples : Soient Ci et Cj deux clusters adjacents séparés
par un séparateur Sij et soient ψCi , ψCj et ψSij leurs potentiels respectifs. Les
di�érents potentiels sont mis à jour comme suit :
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(a) Préserver le même potentiel pour Ci :

ψt+1
Ci
← ψtCi

(3.13)

(b) Assigner un nouveau potentiel à Sij :

ψt+1
Sij
←

∑
Ci\Sij

ψtCi
(3.14)

(c) Assigner un nouveau potentiel à Cj :

ψt+1
Cj
← ψtCj

∗
ψt+1
Sij

ψtSij

(3.15)

2. Coordination de messages multiples : A partir d'un arbre de jonction de n
clusters, l'algorithme de propagation globale sélectionne un cluster pivot arbitraire
et e�ectue 2*(n-1) passages de messages en deux phases :
� Collecte de l'évidence : Chaque cluster passe un message à ses clusters
adjacents dans la direction du pivot, en commençant par des clusters les plus
éloignés de celui-ci.

� Distribution de l'évidence : Chaque cluster envoie des messages à ses clus-
ters adjacents, en s'éloignant de la direction du pivot et ceci en commençant
par le pivot lui même jusqu'à atteindre les feuilles.

Remarque 3.5 Dans le schéma de passages de messages, un cluster ne transmet
un message à un voisin dans une direction, qu'après avoir reçu les messages de
l'ensemble de ses n÷uds (clusters) adjacents. Cette condition permet de garantir
la consistance locale de l'arbre de jonction une fois la propagation globale achevée
[89, 11].

La procédure de propagation globale peut être résumée comme suit :
Algorithme 3.6 : Propagation globale

Début

Selection de la racine de la propagation

Soit Pivot, un cluster arbitraire Ci représentant la racine de la propagation ;

Soit Postorder, un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages vont être
envoyés dans la phase de la collecte de l'évidence, ;

Soit Preorder, un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages vont être
envoyés dans la phase de la distribution de l'évidence ;

Collecte de l'évidence
Pour i :=1 jusqu'à lenght(Postorder)-1 Faire

Ci ← Postorder[i];

Cj ← cluster adjacent de Ci dans Postorder ;

Envoyer le message de Ci vers Cj en utilisant les équations (3.13), (3.14) et
(3.15) ;

Distribution de l'évidence
Pour i :=1 jusqu'à lenght (Preorder) Faire
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Figure 3.18 � Passage de messages durant la propagation globale associé à l'arbre de
jonction de la �gure 3.16

Ci ← Preorder[i] ;

Below ← cluster adjacents de Ci dans Preorder ;

Pour j :=1 jusqu'à lenght (Below) Faire

Cj ← Below[j] ;

Envoyer le message de Ci à Cj en utilisant les équations (3.13), (3.14) et
(3.15) ;

Fin

Exemple 3.10 La �gure 3.18 illustre le passage de messages dans l'arbre de jonction
représenté par la �gure 3.16 lors de la procédure de la propagation globale.

Marginalisation : Une fois avoir obtenu un arbre de jonction consistant, la
probabilité P associée à chaque variable d'intérêt A est calculée comme suit :

Algorithme 3.7 : Marginalisation
Debut

Identi�er un cluster Ci contenant A ;

Calculer P(A) en marginalisant ψCC i sur A :
P(A) ←

∑
Ci\A ψ

C
Ci
;

Fin

Prise en compte d'une évidence : Les procédures présentées dans la section
précédente peuvent être étendues dans le cas général où il s'agirait de calculer la proba-
bilité d'une variable A, étant donnée l'observation d'une évidence totale e, notée P(A |
e).
La notion la plus simple de l'évidence est l'observation : Une observation est une ex-
pression de la forme A=a. Le likelihood associé à A, noté ΛA, est le potentiel associé à
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A, dé�ni par :

ΛA(a) =


1 si A n'est pas instanciée
1 si A est instanciée à a
0 si A est instanciée mais pas à a

(3.16)

La procédure de propagation pour les graphes à connexions multiples avec variables
d'observation est identique à la procédure précédente (sans variable d'observation) à
laquelle des étapes supplémentaires sont ajoutées. Elle se résume comme suit :

1. Initialisation :
L'étape d'initialisation est modi�ée en introduisant une étape additionnelle qui
consiste à initialiser la fonction likelihood , associée à chaque variable, à 1.

2. Prise en charge de l'observation :
La fonction likelihood est incorporée à l'arbre de jonction comme suit :

(a) Encoder l'observation A=a comme une fonction likelihood ΛnewA

(b) Identi�er un cluster Ci contenant A

(c) Mettre à jour ψCi et ΛA comme suit :

ψCi ← ψCi ∗ ΛnewA

ΛA ← ΛnewA

En introduisant un ensemble d'observations, l'arbre de jonction encode PJT (A∧
e) au lieu de PJT (A).

3. Normalisation :
La marginalisation d'un potentiel d'un cluster quelconque ψCi dans une variable
A permet d'obtenir la probabilité de A et e, dé�nie par :

P (A, e) =
∑
Ci\A

ψCi

Le but est de calculer P(A | e), en normalisant P(A ∧ e) comme suit :

P (A | e) = P (A ∧ e)
P (e)

=
P (A ∧ e)∑
A P (A ∧ e)

(3.17)

3.3 Réseaux causaux possibilistes

Les réseaux causaux possibilistes sont des contreparties possibilistes des réseaux
causaux probabilistes. Ils sont issus de la théorie des possibilités. Contrairement à la
logique possibiliste (issue également de la théorie des possibilités), il existe peu de tra-
vaux relatifs aux réseaux causaux possibilistes dans les domaines de la propagation et
de l'apprentissage.
Pour la propagation, dans [56], les auteurs proposent une propagation possibiliste pour
les hypergraphes. Dans [57], l'auteur présente une adaptation possibiliste de l'algorithme
de Pearl. Pour les graphes possibilistes indirectes, Gebhardt, Kruse et Borgelt ont dé-
veloppé une boite à outils, appelée POSSINFER [60, 59, 58]. Shenoy [52] propose une
version possibiliste de la propagation utilisant les Valuation-Based Systems.
Dans le domaine de l'apprentissage des connaissances incertaines, dans [90], les auteurs
proposent une méthode d'apprentissage à partir des connaissances incertaines.
En théorie des possibilités deux types de conditionnement ont été dé�nis (voir section
1.5.3) basés sur deux opérateurs di�érents, (le produit et le minimum). Ceci a conduit
à dé�nir deux types de réseaux causaux possibilistes :
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� les réseaux causaux possibilistes basés sur le produit qui sont proches du modèle
graphique probabiliste, où les interprétations sont numériques,

� les réseaux causaux possibilistes basés sur le minimum, dé�nis dans un contexte
ordinal et qui posent le problème de cohérence dû au non-recouvrement des don-
nées initiales.

3.3.1 Dé�nition d'un réseau causal possibiliste

Un réseau causal possibiliste, comme le cas d'un réseau causal probabiliste, est dé�ni
par :

� Une composante graphique : matérialisée par un Graphe Acyclique Indirect (DAG)
G représentant les relations de dépendances entre les variables.

� Une composante numérique : qui consiste à quanti�er les di�érents liens repré-
sentés par le graphe en utilisant les distributions possibilistes conditionnelles de
chaque n÷ud dans le contexte de ses parents. Ces dernières doivent obéir à la
condition de normalisation.
Pour chaque variable A :
� Si UA = ∅ (A est un n÷ud racine), alors les possibilités a priori relatives à la
variable A doivent satisfaire :

maxaΠ(a) = 1,∀a ∈ DA,

� Si UA ̸= ∅, alors les distributions conditionnelles de la variable A dans le
contexte de ses parents doivent satisfaire :

maxaΠ(a | aA) = 1,∀a ∈ DA, uA ∈ DUA

La di�érence de la dé�nition du conditionnement a conduit à dé�nir deux types de
réseaux causaux possibilistes :

3.3.1.1 Les réseaux causaux possibilistes basés sur le produit :

Dans le contexte de la théorie des possibilités quantitative, un réseau causal possi-
biliste basé sur le produit, noté ΠG∗, est un graphe possibiliste où le conditionnement
est basé sur le produit :

Dé�nition 3.16 (Conditionnement possibiliste basé sur le produit)

π(ω |p ϕ) =

{
π(ω)
Π(ϕ) si ω |= ϕ

0 sinon
(3.18)

La distribution de possibilités jointe associée à un graphe causal possibiliste basé sur le
produit est dé�nie par le biais de la règle de chaînage basée sur le produit :

Dé�nition 3.17 (Règle de chaînage basée sur le produit) La distribution de pos-
sibilités globale jointe d'un réseau causal possibiliste basé sur le produit ΠGp, à travers
un ensemble de variables V={A1, A2, ..., AN} est exprimée comme le produit des N dis-
tributions a priori et des distributions conditionnelles à travers la règle de chaînage
suivante :

πp(A1, ..., AN ) =
∏

i=1..N

Π(Ai | UAi) (3.19)
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Figure 3.19 � Exemple de DAG

3.3.1.2 Les réseaux causaux possibilistes basés sur le minimum :

Dans le contexte de la théorie des possibilités qualitative, un réseau causal possibi-
liste basé sur le minimum, noté ΠGm, est un graphe possibiliste où le conditionnement
est basé sur le minimum :

π(ω |m ϕ) =


1 si π(ω) = Π(ϕ) et ω |= ϕ
π(ω) si π(ω) < Π(ϕ) et ω |= ϕ
0 sinon

(3.20)

La distribution de possibilités jointe associée à un graphe causal possibiliste basé
sur le minimum est dé�nie par le biais de la règle de chaînage basée sur le minimum :

Dé�nition 3.18 (Règle de chaînage basée sur le minimum) La distribution de pos-
sibilités globale jointe d'un réseau causal possibiliste basé sur le minimum ΠGm, à travers
un ensemble de variables V={A1, A2, ..., AN} est exprimée comme le minimum des N
distributions a priori et des distributions conditionnelles à travers la règle de chaînage
suivante :

πm(A1, ..., AN ) = min
i=1..N

Π(Ai | UAi) (3.21)

Exemple 3.11 Considérons le graphe possibiliste basé sur le minimum de la �gure
(3.19). Les distributions de possibilités conditionnelles sont représentées dans la table
3.6. Les distributions de possibilités jointes, obtenues en utilisant la règle de chaînage
basée sur le minimum, sont données par la table(3.7).

Table 3.6 � Distributions initiales
A Π(A) B Π(B) D B Π(D|B)
a .5 b 1 d b 1
¬a 1 ¬ b .4 d ¬b 1

¬d b .3
¬d ¬b .2

C A B Π(C| A ∧ B) C A B Π(C| A ∧ B)
c a b .6 ¬ c a b 1
c a ¬b 1 ¬c a ¬b .8
c ¬a b 1 ¬c ¬a b .3
c ¬a ¬b 0 ¬c ¬a ¬b 1
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Table 3.7 � Distributions de possibilités jointes utilisant la règle de chaînage basée sur
le minimum

A B C D πm(A ∧ B ∧C ∧D A B C D πm(A ∧ B ∧C ∧D
a b c d .5 ¬a b c d 1
a b c ¬d .3 ¬a b c ¬d .3
a b ¬c d .5 ¬a b ¬c d .3
a b ¬c ¬d .3 ¬a b ¬c ¬d .3
a ¬b c d .4 ¬a ¬b c d 0
a ¬b c ¬d .2 ¬a ¬b c ¬d 0
a ¬b ¬c d .4 ¬a ¬b ¬c d .4
a ¬b ¬c ¬d .2 ¬a ¬b ¬c ¬d .2

Contrairement aux réseaux causaux basés sur le produit, les réseaux causaux basés
sur le minimum ne respectent pas toujours la propriété de recouvrement des données
initiales. Ceci in�ue sur la cohérence du réseau :

Dé�nition 3.19 (Cohérence d'un réseau causal possibiliste basé sur le minimum)
Un réseau causal possibiliste basé sur le minimum ΠGm est cohérent si l'application de
la règle de chaînage correspondante à l'équation(3.21), permet de retrouver les distribu-
tions initiales fournies par l'expert : Πm(a | uA) = Π(a | uA)

Ce qui n'est pas systématiquement le cas pour les réseaux causaux possibilistes basés
sur le minimum. Néanmoins, il a été montré dans [61] que les données non recouvertes
correspondent aux données redondantes, et de ce fait elles peuvent être ignorées sans
qu'il n' y ait des répercussions sur la distribution globale jointe.

3.3.2 Propagation dans les réseaux causaux possibilistes basés sur le
minimum

Dans ce qui suit, nous allons présenter les di�érents algorithmes de propagation dans
le réseaux causaux possibilistes basés sur le minimum pour les polyarbres et les graphes
à connexions multiples. Ces algorithmes, développés dans [61], sont des adaptations
des algorithmes relatifs aux réseaux causaux bayésiens. Plus précisément, nous allons
présenter dans cette section une version centralisée de l'algorithme de propagation de
Pearl, tout en mettant en exergue le fait que, le problème de non-recouvrement des
données initiales n'a�ecte pas le processus de propagation. Par la suite, une adaptation
de l'algorithme de propagation de l'arbre de jonction probabiliste sera donnée.

3.3.2.1 Propagation basée sur le minimum dans les polyarbres

L'algorithme de propagation développé dans [61] est une adaptation de l'algorithme
de propagation pour les polyarbre de la section 3.2.2.2. Cette adaptation est légèrement
di�érente de celle proposée pour les réseaux causaux possibilistes basés sur le produit
car des étapes supplémentaires sont nécessaires a�n de transformer les distributions
conditionnelles initiales en des distributions locales jointes.

Remarque 3.6 Dans ce qui suit, les mêmes notations que la section 3.2.2.2 vont être
utilisées.
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Principe de la propagation Le but de la propagation est de calculer, pour chaque
n÷ud A, la distribution conditionnelle associée basée sur une totale évidence, notée
BelCdt(a) et dé�nie par : BelCdt(a) = Πm(a | e).
Cette valeur est obtenue à partir de la distribution jointe, notée Beljoint(a) et dé�nie
par :

Beljoint(a) = Πm(a ∧ e) = min(λ(a), µ(a)) (3.22)

où λ(a) = Πm(a ∧ ēA) et µ(a) = Πm(a ∧ e+A).
Ainsi, ∀ a ∈ DA, le calcul de BelCdt(a)=Πm(a | e) peut être e�ectué en utilisant
l'équation BelJoint(a) = Πm(a ∧ e) et en appliquant la dé�nition du conditionnement
basée sur le minimum (équation 3.20) comme suit :

BelCdt(a) = Πm(a | e) =
{

Πm(a ∧ e) si Πm(a ∧ e) < Πm(e) = maxa∈DA
Πm(a ∧ e)

1 sinon
(3.23)

L'expression de Beljoint dépend des valeurs λ et µ relatives au n÷ud A qui dé-
pendent, respectivement, des λ-messages reçus des enfants (notés par λYj (A) où λYj est
le message reçu par A à partir du �ls Yj) et des µ-messages reçus des parents (notés par
µA(Ui)) où µA est le message que A reçoit de son parent Ui). Formellement, ces deux
valeurs sont dé�nies par :

� Calcul de la valeur λ ∀a ∈ DA,

λ(a) = Πm(a ∧ e−A) = min(λA(a),min
m
j=1λYj (a)) (3.24)

où minmj=1λYj (a) correspond au minimum entre le λ-message reçu à partir du �ls
de A et λA(a) dénote l'évidence locale de A, telle que :

ΛA(a) =

{
0 si A est instanciée à eA ̸= a
1 si A est instanciée à eA =a ou A n'est pas instanciée

(3.25)

� Calcul de la valeur µ ∀a ∈ DA,

µ(a) = Πm(a ∧ e+A) = maxumin(Π(a ∧ u),minni=1µA(ui)) (3.26)

où minni=1 correspond au minimum entre les µ-messages reçus à partir des parents
de A.

� Calcul de λ-message Le message λ de A à ses parents Ui,(i ∈ {1, ..., n}), lorsque
Ui = ui est dé�ni par :

λA(ui) = Πm(e
−
UiA
∧ui) = maxa∈DA

min[λ(a),maxuk:k ̸=i(min(Π(a∧u),mink ̸=iµA(uk)))]
(3.27)

� Calcul de µ-message Le message µ de A à ses enfants Yj ,(j ∈ {1, ...n}) lorsque
A=a est dé�ni par :

µYj (a) = Πm(a ∧ e+AYj ) = min(λA(a),mini=1...n,i̸=jλYi(a), µ(a)) (3.28)

Algorithme de propagation : Le principe de la propagation dans un réseau
causal possibiliste basé sur le minimum est illustré par l'algorithme suivant :
Algorithme 3.12 : Propagation basée sur le minimum dans un polyarbre

Début

Choix de la racine de propagation
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� Soit S le plus petit ensemble connecté incluant les n÷uds observés ;
� Soit pivot un n÷ud arbitraire dans S représentant la racine de la propagation ;
� Soit Postorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages sont en-
voyés dans la phase de collecte de l'évidence (le dernier n÷ud étant le pivot) ;

� Soit Preorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages sont envoyés
dans la phase de collecte de l'évidence (le premier n÷ud est le pivot)

Initialisation
� Initialiser l'ensemble des valeurs λ et µ messages à 1 ;
� Pour chaque n÷ud A racine, la valeur µ(a) est initialisée à Π(a), ∀ a ∈ DA.
� Pour chaque n÷ud A observé, assigner à λ(a) la valeur 1 si A est instanciée à
a, et lui assigner la valeur 0 dans le cas contraire.

Collecte de l'évidence
Pour i :=1 à length(Postorder) -1 Faire
� A ← Postorder[i] ;
� B ← un n÷ud adjacent de A dans Postorder ;
� Calculer λ(A) en utilisant l'équation (3.24) ;
� Calculer µ(A) en utilisant l'équation (3.26) ; Si B est un n÷ud parent de A
alors
Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (3.27)
Sinon
Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (3.28)

Distribution de l'évidence
Pour i :=1 à length(Preorder) -1 Faire
� A ← Preorder[i] ;
� Below ← un n÷ud adjacent de A dans Preorder ;
� Calculer λ(A) en utilisant l'équation (3.24) ;
� Calculer µ(A) en utilisant l'équation (3.26) ;

Pour j :=1 à length(Below) Faire
� B ← Below[j] ;
� Si B est un n÷ud parent de A alors
Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (3.27) Sinon
Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (3.28)

Marginalisation Pour chaque n÷ud A, Bel(A) =Πp(a | e) est calculé en utilisant
l'équation (3.22) ;

Normalisation
� Calculer BelCdt(A) à partir de BelJoint(A) en utilisant l'équation (3.23) ;

Fin

3.3.2.2 Propagation basée sur le minimum dans les graphes à connexions
multiples

La méthode de propagation dans ce type de DAG est similaire à celle présentée dans
le cas probabiliste, qui consiste d'abord à transformer le réseau initial en un arbre de
jonction puis de procéder à la propagation sur la nouvelle structure.
A partir d'un arbre de jonction J T , l'unique distribution de possibilités globale jointe
est dé�nie par :

πJT (A1, ..., AN ) = mini=1...NπCi (3.29)
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où N représente le nombre de clusters dans J T . Dans le cas où l'arbre de jonction est
consistant, le potentiel attaché à chaque cluster Ci doit satisfaire :

πCi = Πm(Ci) (3.30)

En utilisant cette dernière équation, la distribution de possibilités associée à une variable
A dans un arbre de jonction consistant est calculée en utilisant un cluster Ci contenant
la variable A, en marginalisant son potentiel sur A comme suit :

Πm(A) = maxCi\AπCi (3.31)

Après la phase de transformation graphique, la propagation consiste à calculer le
degré de possibilité de n'importe quelle variable A ∈ V, Πm(A). Elle s'e�ectue en trois
phases :

1. Initialisation : Cette étape consiste à quanti�er l'arbre de jonction, en utilisant
les probabilités conditionnelles initiales :

Algorithme 3.13 : Initialisation
Debut
Pour chaque cluster Ci Faire πICi

← 1 ;
Pour chaque séparateur Sij Faire πISij

← 1 ;
Pour chaque variable A Faire

Sélectionner un cluster Ci contenant {A} ∪ UA ;
πICi

:= min(πICi
,Π(A | UA)) ;

Fin
L'arbre de jonction, ainsi initialisé, codi�e les mêmes distributions que le graphe
initial. Ainsi,

πm = πIJT (3.32)

où πm est la distribution de possibilités jointe du réseau causal initial obtenue en
utilisant l'équation (3.21) et πIJT représente la distribution de probabilités jointe
associée à l'arbre de jonction obtenue en utilisant l'équation (3.29).

Après avoir initialisé les potentiels de l'arbre de jonction, il faudrait s'assurer de
la consistance locale en e�ectuant la propagation globale décrite ci-après.

2. La propagation globale : Elle est réalisée par le mécanisme de passages de
messages entre chaque cluster Ci et ses clusters adjacents Cj , comme dans le cas
probabiliste.
Si un n÷ud Ci envoie un message a ses clusters adjacents Cj , les potentiels de Ci,
Cj et leurs séparateurs seront mis à jour comme suit :

(a) Préserver le même potentiel pour Ci :

πt+1
Ci
← πtCi

(3.33)

(b) A�ecter un nouveau potentiel à Sij :

πt+1
Sij
← max

Ci\Sij

πtCi
(3.34)
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(c) A�ecter un nouveau potentiel à Cj :

πt+1
Cj
← min(πtCj

, πt+1
Sij

) (3.35)

La procédure de propagation globale peut être résumée comme suit [61] :
Algorithme 3.14 : Propagation globale

Debut
Selection de la racine de la propagation :

Soit Pivot un cluster arbitraire Ci représentant la racine de la propagation ;

Soit Postorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages vont
être envoyés dans la phase de la collecte de l'évidence ;

Soit Preorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages vont être
envoyés dans la phase de la distribution de l'évidence ;

Collecte de l'évidence :
Pour i :=1 jusqu'à lenght(Postorder)-1 Faire

Ci ← Postorder[i] ;

Cj ← cluster adjacent de Ci dans Postorder ;

Envoyer le message de Ci vers Cj en utilisant les équations (3.33),(3.34) et
(3.35) ;

Distribution de l'évidence :
Pour i :=1 jusqu'à lenght (Preorder) Faire
Ci ← Preorder[i] ;

Below ← cluster adjacents de Ci dans Preorder ;

Pour j :=1 jusqu'à lenght (Below) Faire
Cj ← Below[j] ;

Envoyer le message de Ci à Cj en utilisant les équations (3.33),(3.34)
et (3.35) ;

Fin

Remarque 3.7 A partir de ces deux procédures, il est important de relever cer-
tains points :
� A chaque étape t de la procédure de la propagation globale, l'arbre de jonction
codi�e la même distribution jointe. Formellement, ∀t, de l'étape initiale jusqu'à
l'étape �nale :

πtJT = πt+1
JT (3.36)

où πtJT représente la distribution jointe relative à l'arbre de jonction J T de
l'étape t.

� A partir de équations (3.21) et (3.29), nous déduisons que de la phase d'ini-
tialisation jusqu'à la phase de consistance globale, l'arbre de jonction codi�e la
même distribution jointe. Formellement,

πm = πCJT (3.37)

où πm est la distribution jointe de ΠGm et πCJ T est la distribution jointe associée
à J T après la procédure de propagation globale.

� La consistance globale est atteinte après les phases de collecte de l'évidence et
de distribution de l'évidence.
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Marginalisation : A partir de l'arbre de jonction consistant obtenu lors de la
phase précédente, la mesure de possibilités associée à chaque variable d'intérêt A, notée
Πm(A) peut être calculée par l'algorithme suivant :
Algorithme 3.15 : Marginalisation

Début

Identi�er un cluster Ci contenant A ;

Calculer Πm(A) en marginalisant πCCi
sur A :

Πm(A)← maxCi\Aπ
C
Ci
;

Fin

Prise en charge de l'évidence : La prise en charge d'une évidence totale e
se fait par la généralisation des di�érents algorithmes précédents. Il s'agit de calculer
∀A ∈ V,Πm(A∧e). L'évidence peut être codi�ée en utilisant la fonction likelihood dé�nie
par :

ΛA(a) =


1 si A n'est pas instanciée
1 si A est instanciée à a
0 si A est instanciée mais pas à a

(3.38)

La prise en compte de l'évidence e nécessite l'extension de la procédure d'initialisa-
tion a�n d'incorporer la connaissance certaine. En e�et, l'évidence e doit être codi�ée
comme une fonction likelihood, en utilisant l'équation (3.38), puis elle doit être inté-
grée dans l'arbre de jonction en ajoutant des étapes supplémentaires à la procédure
d'initialisation : Elle se résume comme suit :

� Pour chaque instance de la variable A, codi�er l'observation A=a comme une
fonction likelihood, en utilisant l'équation (3.38).

� Identi�er un cluster Ci contenant A :

πICi
← min(πICi

,ΛA)

La marginalisation d'un potentiel d'un cluster quelconque πCCi
dans une variable A, en

utilisant l'équation (3.31) permet d'obtenir la mesure de possibilité de A et de e :

Πm(A ∧ e) = maxCi\Aπ
C
Ci

Le calcul de Πm(A | e) est e�ectué à partir de Πm(A∧ e) en appliquant la dé�nition du
conditionnement basé sur le produit comme suit :

Πm(A | e) =
{

Πm(A ∧ e) si Πm(A ∧ e) < Πm(e) = maxAΠm(A ∧ e)
1 sinon

(3.39)

3.4 Réseaux causaux basés sur le produit

Un réseau causal possibiliste basé sur le produit, noté ΠGp, est un graphe possibiliste
où le conditionnement est basé sur le produit :

π(ω |p ϕ) =

{
π(ω)
Π(ϕ) si ω |= ϕ

0 sinon
(3.40)

La distribution de possibilités jointe associée à un graphe causal possibiliste basé
sur le produit est dé�nie par le biais de la règle de chaînage basée sur le produit :
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Dé�nition 3.20 (Règle de chaînage basée sur le produit) La distribution de pos-
sibilités globale jointe d'un réseau causal possibiliste basé sur le produit ΠGp, à travers un
ensemble de variables V={A1, A2, ..., AN} est exprimée comme le produit des N distri-
butions a priori et distributions conditionnelles à travers la règle de chaînage suivante :

πp(A1, ..., AN ) =
∏

i=1..N

Π(Ai | UAi) (3.41)

Exemple 3.12 Considérons le graphe possibiliste basé sur le produit de la �gure 7.1.
Les distributions de possibilités conditionnelles sont représentées par la table 7.1. Les
distributions de possibilités jointes, obtenues en utilisant la règle de chaînage, sont don-
nées par la table 7.2.

Figure 3.20 � Exemple d'un DAG

Table 3.8 � Distributions initiales
A Π(A) C Π(C) B A Π(B|A)
a .2 c 1 b a .6
¬a 1 ¬ c .7 b ¬a 1

¬b a 1
¬b ¬a .1

D B C Π(D| B ∧ C) D B C Π(D| B ∧ C)
d b c .9 ¬ d b c 1
d b ¬c .8 ¬d b ¬c 1
d ¬b c 1 ¬d ¬b c .5
d ¬b ¬c 1 ¬d ¬b ¬c .3

Les réseaux causaux possibilistes basés sur le produit véri�ent deux propriétés pri-
mordiales :

1. Critère de Normalisation : La marginalisation produit toujours des distribu-
tions normalisées. D'une manière formelle, soit X un sous ensemble de V et x une
instanciation de X. Soit Z=V/X. alors,

maxz{
∏
{Π(a | uA) : a ∈ z, uA ⊆ z ∧ x}} = 1 (3.42)

2. Recouvrement des données initiales. Il signi�e que les distributions de possi-
bilités initiales prodiguées par l'expert sont retrouvées à partir de la distribution
de possibilités jointe donnée par l'équation (7.2).
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Table 3.9 � Distributions de possibilités jointes utilisant la règle de chaînage basée sur
le produit

A B C D πp(A ∧ B ∧C ∧D A B C D πp(A ∧ B ∧C ∧D
a b c d .108 ¬a b c d .90
a b c ¬d .012 ¬a b c ¬d 1
a b ¬c d .0672 ¬a b ¬c d .56
a b ¬c ¬d .084 ¬a b ¬c ¬d .70
a ¬b c d .02 ¬a ¬b c d .1
a ¬b c ¬d .1 ¬a ¬b c ¬d .05
a ¬b ¬c d .14 ¬a ¬b ¬c d .07
a ¬b ¬c ¬d .42 ¬a ¬b ¬c ¬d .21

D'une manière formelle, pour un n÷ud A quelconque d'un graphe possibiliste basé
sur le produit noté ΠGp , la distribution de possibilités conditionnelle Πp(a | uA)
calculée à partir de la distribution de possibilités globale jointe πp, est égale à
la distribution conditionnelle donnée par l'expert concernant le n÷ud A, notée
Π(a | uA). Ainsi,

Πp(a | ua) = Π(a | uA) (3.43)

Exemple 3.13 Soit le DAG précédent. A titre d'exemple, l'égalité suivante est véri�ée :
Πp(d | b ∧ ¬c) = Π(d | b ∧ ¬c)=.8, vu que Π(d | b ∧ ¬c)=Πp(d∧b∧¬c)

ΠP (b∧¬c) = .56
.7 = .8.

3.5 Propagation basée sur le produit dans les polyarbres

L'algorithme présenté dans cette section est une adaptation possibiliste de l'algo-
rithme de propagation présenté dans la section 3.2.2.2. Il est basé sur les communications
locales via deux types de messages, λ-messages et µ-messages, circulant, respectivement
des n÷uds enfants vers les n÷uds parents et des n÷uds parents vers les n÷uds enfants.

Remarque 3.8 La formulation mathématique de l'algorithme de propagation pour les
réseaux causaux possibilistes dans le cas d'un polyarbre est identique à celle correspon-
dant aux réseaux causaux bayésiens, avec une di�érence qui consiste à utiliser l'opérateur
maximum au lieu de l'opérateur addition.

Ainsi,
� ∀a ∈ DA, la mesure de probabilité courante de a basée sur l'évidence totale e est
dé�nie par :

Bel(a) = Πp(a | e) = α ∗ λ(a) ∗ µ(a) (3.44)

où α = 1
maxaBel(a)

est le facteur de normalisation
� La valeur λ associée à chaque instance a ∈ Da est dé�nie par :

λ(a) = Πp(a | e−A) = λA(a) ∗
m∏
j=1

λYj (a) (3.45)

où λA(a) dénote l'évidence totale relative au n÷ud A telle que :

λA(a) =

{
0 si eA ̸= a (A est instanciée à a avec eA ̸= a)
1 sinon (A est instanciée à a avec eA = a ou A n'est pas instanciée)

(3.46)
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� La valeur µ associée à chaque instance a ∈ DA est dé�nie par :

µ(a) = Πp(a | e+A) = max
u

Π(a | u) ∗
n∏
i=1

µA(ui) (3.47)

� Le message λ de A vers ses parents Ui, (i ∈ {1, ..., n}) où Ui=ui est dé�ni par :

λA(ui) = Πp(e
−
UiA
| ui) = β ∗max

a
λ(a)[ max

uk:k ̸=i
Π(a | u) ∗

∏
k ̸=i

µA(uk)] (3.48)

où β est une constante de normalisation.
Remarque 3.9 Dans le cas où chaque n÷ud dans le graphe a un parent unique
alors la valeur λ est simpli�ée comme suit :

λA(ui) = β ∗max
a

λ(a) ∗Π(a | u)

� Le message µ de A à ses enfants Yj , (j ∈ {1, ...,m}) où A=a est dé�ni par :

µYj (a) = Πp(a | e+AYj) = α ∗ λA(a) ∗
∏

i=1...m,i ̸=j
λYi(a) ∗ µ(a) (3.49)

3.5.1 Algorithme de propagation :

L'algorithme de propagation s'e�ectue essentiellement en deux grandes étapes :
� La première phase consiste à sélectionner arbitrairement un n÷ud pivot dans le
plus petit ensemble des n÷uds connectés contenant l'ensemble des n÷uds modi�és
(noté S)

� La deuxième phase consiste à faire passer les messages en deux étapes :
� Collecte de l'évidence où chaque n÷ud dans S fait passer un message à ses
n÷uds adjacents dans la direction du pivot, en commençant par le n÷ud le
plus éloigné du n÷ud pivot.

� Distribution de l'évidence où chaque n÷ud du graphe fait passer un message à
ses n÷uds adjacents, en commençant par le pivot lui même jusqu'à atteindre
les feuilles du DAG.

Les grandes lignes de cet algorithme sont les suivantes :
Algorithme 3.8 : Propagation basée sur le produit dans un polyarbre

Début

Choix de la racine de propagation
� Soit S le plus petit ensemble connecté incluant les n÷uds observés ;
� Soit pivot un n÷ud arbitraire dans S représentant la racine de la propagation ;
� Soit Postorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages sont en-
voyés dans la phase de collecte de l'évidence (le dernier n÷ud étant le pivot) ;

� Soit Preorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages sont envoyés
dans la phase de collecte de l'évidence (le premier n÷ud est le pivot)

Initialisation
� Initialiser l'ensembles des valeurs λ, µ et messages à 1 ;
� Pour chaque n÷ud racine A, la valeur µ(a) est initialisée à Π(a), ∀ a ∈ DA.
� Pour chaque n÷ud A observé, il faut assigner à λ(a) la valeur 1 si A est ins-
tanciée à a, et lui assigner la valeur 0 dans le cas contraire.
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Collecte de l'évidence
Pour i :=1 à length(Postorder) -1 Faire
� A ← Postorder[i] ;
� B ← un n÷ud adjacent de A dans Postorder ;
� Calculer λ(A) en utilisant l'équation (7.6) ;
� Calculer µ(A) en utilisant l'équation (7.8) ; Si B est un n÷ud parent de A alors
Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (7.9)
Sinon
Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (7.10)

Distribution de l'évidence
Pour i :=1 à length(Preorder) -1 Faire
� A ← Preorder[i] ;
� Below ← un n÷ud adjacent de A dans Preorder ;
� Calculer λ(A) en utilisant l'équation (7.6) ;
� Calculer µ(A) en utilisant l'équation (7.8) ;

Pour j :=1 à length(Below) Faire

� B ← Below[j] ;
� Si B est un n÷ud parent de A alors
Envoyer un message λ de A vers B en utilisant l'équation (7.9) Sinon
Envoyer un message µ de A à B en utilisant l'équation (7.10)

Marginalisation Pour chaque n÷ud A, Bel(A) =Πp(a | e) est calculé en utilisant
l'équation(7.5) ;

Fin

3.6 Propagation basée sur le produit dans les réseaux cau-
saux possibilistes à connexions multiples

Pour ce type de DAG, le principe de la propagation est similaire à celui de la
propagation dans le cadre des réseaux bayésiens. Il consiste à transformer le DAG initial
en un arbre de jonction, puis d'e�ectuer la propagation sur ce dernier.
L'arbre de jonction, noté J T , est dé�nit et construit de manière similaire que dans le
cas probabiliste (voir section 3.2.2.3).
Pour chaque cluster Ci (respectivement séparateur Sij) de J T , des distributions jointes
locales (ou des potentiels) sont assignées, notées πCi (respectivement πSij ).
A partir de J T , une distribution de possibilités jointe globale unique, notée πJT , est
assignée. Elle est dé�nie par :

πJT (A1, ..., AN ) =
Πmi=1πCi

Πm−1
j=1 πSij

(3.50)

où m est le nombre de clusters dans le J T .
Un arbre de jonction est caractérisé par la propriété de consistance suivante :

Dé�nition 3.21 Soient Ci et Cj deux clusters adjacents dans un arbre de jonction J T
et soit Sij leur séparateur. Un lien entre Ci et Cj est dit stable ou consistant si

maxCi\Sij
πCi = πSij = maxCj\Sij

πCj (3.51)

où maxCi\Sij
πCi est la distribution marginale de Sij dé�nie à partir de πCi.
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Si l'ensemble des liens d'un arbre de jonction est consistant, alors l'arbre de jonction
est dit globalement consistant.
Lorsque l'arbre de jonction est globalement consistant, alors le potentiel attaché à
chaque cluster correspond à sa distribution jointe locale calculée à partir du graphe
initial. Formellement,

πCi = Πp(Ci) (3.52)

A partir de cette dernière équation, la distribution de possibilités d'une variable A ∈
V, dans un arbre de jonction globalement consistant est calculée en utilisant un cluster
quelconque Ci contenant A en marginalisant son potentiel sur A comme suit :

Πp(A) = maxCi\AπCi (3.53)

Dans ce qui suit, πICi
représente le potentiel du cluster Ci lors de l'étape d'initialisation

et πCCi
représente le potentiel du cluster Ci lors de l'étape de consistance globale.

3.6.1 Algorithme de la propagation

Après avoir construit l'arbre de jonction optimal associé au graphe causal original,
l'étape suivante consiste à calculer la composante numérique associée à l'arbre de jonc-
tion. En d'autres termes, pour chaque variable A ∈ V, il faudrait calculer le degré de
possibilité Π(A). Le problème de la prise en charge d'une évidence totale e (calculer
Π(a | e)) sera abordé par la suite.

Après la phase de transformation graphique, la propagation s'e�ectue en trois phases :

1. Initialisation : Cette étape consiste à quanti�er l'arbre de jonction, en utilisant
les probabilités conditionnelles initiales : Algorithme 3.9 : Initialisation

Debut

Pour chaque cluster Ci Faire πICi
← 1 ;

Pour chaque séparateur Sij Faire πISij
← 1 ;

Pour chaque variable A Faire

Sélectionner un cluster Ci contenant {A} ∪ UA ;
πICi

:= πICi
∗ P (A | UA) ;

Fin
L'arbre de jonction ainsi initialisé codi�e les mêmes distributions que le graphe
initial :

πp = πIJT (3.54)

où πp est la distribution de possibilités jointe du réseau causal initial obtenue en
utilisant l'équation (7.2) et πIJT représente la distribution de probabilités jointe
associée à l'arbre de jonction obtenue en utilisant (7.11). Après avoir initialisé les
potentiels de l'arbre de jonction, il faudrait s'assurer de la consistance locale en
e�ectuant la propagation globale décrite comme suit :

2. La propagation globale : La propagation globale est réalisée par le mécanisme
de passages de messages entre chaque cluster Ci et ses clusters adjacents Cj en
deux phases, en commençant par un cluster arbitraire dit n÷ud pivot :
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� Collecte de l'évidence :
Chaque cluster passe un message à ses clusters adjacents dans la direction du
pivot, en commençant par les clusters les plus éloignés de celui-ci. L'ordre dans
lequel les messages sont envoyés est matérialisé par Postorder.

� Distribution de l'évidence :
Chaque cluster envoie des messages à ses clusters adjacents, en commençant par
le pivot lui même jusqu'à atteindre les feuilles. L'ordre dans lequel les messages
sont envoyés est matérialisé par Preorder.

Pour les deux phases, lorsqu'un cluster Ci fait passer un message à ses n÷uds
adjacents Cj , les potentiels associés à Ci,Cj et leur séparateur Sij sont mis à jour
comme suit :

(a) Preserver le même potentiel pour Ci :

πt+1
Ci
← πtCi

(3.55)

(b) Assigner un nouveau potentiel à Sij :

πt+1
Sij
← max

Ci\Sij

πtCi
(3.56)

(c) Assigner un nouveau potentiel à Cj :

πt+1
Cj
← πtCj

∗
πt+1
Sij

πtSij

(3.57)

La procédure de propagation globale peut être résumée comme suit [61] :Algorithme

3.10 : Propagation globale
Debut

Selection de la racine de la propagation

Soit Pivot un cluster arbitraire Ci représentant la racine de la propagation ;

Soit Postorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages vont
être envoyés dans la phase de la collecte de l'évidence ;

Soit Preorder un vecteur contenant l'ordre dans lequel les messages vont être
envoyés dans la phase de la distribution de l'évidence ;

Collecte de l'évidence

Pour i :=1 jusqu'à lenght(Postorder)-1 Faire

Ci ← Postorder[i];

Cj ← cluster adjacent de Ci dans Postorder ;

Envoyer le message de Ci vers Cj en utilisant les équations (7.16),(7.17) et
(7.18) ;

Distribution de l'évidence
Pour i :=1 jusqu'à lenght (Preorder) Faire

Ci ← Preorder[i] ;
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Below ← cluster adjacents de Ci dans Preorder ;

Pour j :=1 jusqu'à lenght (Below) Faire

Cj ← Below[j] ;

Envoyer le message de Ci àCj en utilisant les équations (7.16),(7.17)
et (7.18) ;

Fin

Remarque 3.10 A partir de ces deux procédures, il est important de relever cer-
tains points :
� A chaque étape t de la procédure de la propagation globale, l'arbre de jonction
codi�e la même distribution jointe. Formellement,

πtJT = πt+1
JT (3.58)

où πtJT représente la distribution jointe relative à l'arbre de jonction J T à
l'étape t.

� A partir des équations (7.15) et (7.19), nous déduisons que de la phase d'ini-
tialisation jusqu'à la phase de consistance globale, l'arbre de jonction codi�e la
même distribution jointe. Formellement,

πp = πCJ T (3.59)

où πp est la distribution jointe de ΠGp et πCJ T est la distribution jointe associée
à J T après la procédure de propagation globale.

� La consistance globale est atteinte après les phases de collecte de l'évidence et
de distribution de l'évidence.

3. Marginalisation A partir de l'arbre de jonction consistant obtenu lors de la
phase précédente, la mesure de possibilités associée à chaque variable d'intérêt A,
notée Πp(A) peut être calculée par l'algorithme suivant :

Algorithme 3.11 : Marginalisation
Debut

Identi�er un cluster Ci contenant A ;

Calculer Πp(A) en marginalisant πCCi
sur A :

Πp(A)← maxCi\Aπ
C
Ci
;

Fin

Prise en charge de l'évidence : La prise en charge d'une évidence totale e
se fait par la généralisations des di�érents algorithmes précédents. Il s'agit de calculer
∀A ∈ V,Πp(A∧e). L'évidence peut être codi�ée en utilisant la fonction likelihood dé�nie
par :

ΛA(a) =


1 si A n'est pas instanciée
1 si A est instanciée à a
0 si A est instanciée mais pas à A

(3.60)

La prise en charge de l'évidence e nécessite l'extension de la procédure d'initialisation
a�n d'incorporer la connaissance certaine. En e�et, l'évidence e doit être codi�ée comme
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une fonction likelihood, en utilisant l'équation (7.21), puis elle doit être intégrée dans
l'arbre de jonction en ajoutant des étapes supplémentaires à la procédure d'initialisation.
Elle se résume comme suit :

� Pour chaque instance de la variable A, codi�er l'observation A=a comme une
fonction likelihood, en utilisant l'équation (7.21).

� Identi�er un cluster Ci contenant A :

πICi
← πICi

∗ ΛA

La marginalisation d'un potentiel d'un cluster quelconque πCCi
dans une variable A,

en utilisant l'équation (7.14) permet d'obtenir la mesure de possibilité de A et e :

Πp(A, e) = maxCi\Aπ
C
Ci

Le calcul de Πp(A | e) est e�ectué à partir de Πp(A ∧ e) en appliquant la dé�nition du
conditionnement basé sur le produit comme suit :

Πp(A | e) =
Πp(A ∧ e)
Πp(e)

=
Πp(A ∧ e)

maxAΠp(A ∧ e)
(3.61)

Remarque 3.11 Nous rappelons que la tâche de trouver une triangulation optimale est
un problème NP-complet [78].

3.7 Conclusion

Le traitement de l'incertitude est une issue fondamentale de l'intelligence arti�cielle.
L'approche la plus utilisée de nos jours est sans aucun doute l'approche bayésienne.
L'avantage de celle-ci est qu'elle béné�cie des techniques de la théorie des probabilités.
De plus, du point de vue philosophique, un agent rationnel a�ecte des incertitudes à
des événements de façon à satisfaire les axiomes de probabilités. Elle o�re une représen-
tation naturelle des connaissances par des liens entre causes et e�ets. La représentation
des connaissances est graphique ce qui induit sa lisibilité.
Néanmoins, l'approche bayésienne a été largement critiquée car des probabilités subjec-
tives doivent être a�ectées à chaque événement.
Du point de vue du raisonnement, les di�érents algorithmes de propagation développés
sont complexes dans le cas des réseaux causaux à connexions multiples dans le cadre
de la théorie de probabilités ou dans le cadre de la théorie des possibilités. Ces derniers
ont été obtenus en adaptant les algorithmes développés dans le contexte possibiliste qui
o�re un cadre qualitatif et un cadre quantitatif.
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Chapitre 4

L'inférence en logique possibiliste

4.1 Introduction

Nous rappelons que la logique des possibilités, issue de la logique �oue, a été conçue
pour raisonner automatiquement sur des connaissances incertaines. Une base de connais-
sance possibiliste est composée d'un ensemble de couples (ϕ, α), où ϕ est une formule
logique classique ∈ L et α représente le seuil minimal du degré de nécessité de ϕ. Au-
trement dit : N(ϕ) ≥ α.
Cette valuation peut être interprétée di�éremment selon le contexte. En e�et,

� Dans un contexte qualitatif, l'attribution d'une valuation α à une formule ϕ per-
met d'établir un ordre implicite entre les connaissances. Cette interprétation des
degrés de certitude dé�nit la logique possibiliste standard.

� Dans un contexte numérique ou quantitatif, la valeur α est interprétée comme
une valuation numérique de la connaissance ϕ quanti�ant l'incertitude qui lui est
a�liée dé�nissant ainsi la notion de logique possibiliste quantitative qui est souvent
comparée à la logique probabiliste.

Vu cette distinction, les mécanismes d'inférence mis en ÷uvre sont certainement di�é-
rents.

4.2 L'inférence en logique possibiliste standard (SPL)

En logique possibiliste standard, les bases de connaissances sont strati�ées et la
strate la plus élevée correspond aux connaissances les plus certaines. Ainsi, le méca-
nisme de raisonnement consiste, à partir d'une SPL Σ, à dériver des conclusions en
utilisant la partie la plus certaine de celle-ci.
Le problème de déduction en logique possibiliste standard est basé sur le principe d'ordre
induit par les connaissances [32]. Il peut être résumé comme suit :
Soit Σ une base possibiliste standard et ϕ une formule logique classique que l'on veut
déduire de Σ avec un certain degré. Le processus d'inférence revient à calculer la plus
grande valeur de α telle que (ϕ, α) est une conséquence logique de Σ. Pour aborder les
di�érents mécanismes de raisonnement en SPL, il est nécessaire de présenter certains
concepts.

� La satisfaction d'une base de connaissances par une distribution de
possibilités : Une distribution de possibilités π satisfait une formule SPL (ϕ, α)
(noté π |= (ϕ, α)) ssi N(ϕ) ≥ α, où N est la mesure de nécessité induite par π.

85
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Par extension, une distribution de possibilités π satisfait une base de connais-
sances SPL Σ = {(ϕi, αi), i = 1...n} (noté π |= Σ) ssi ∀i, π |= (ϕi, αi)

� La conséquence logique : Une formule (ϕ, α) est une conséquence logique
d'une base de connaissances SPL Σ ssi toute distribution de possibilités π qui
satisfait Σ, satisfait alors (ϕ, α).
Le problème de déduction est alors présenté comme suit :
Soit Σ une base de connaissances SPL et ϕ une formule logique classique à déduire
à partir de Σ avec un certain degré. Il faudrait alors calculer le plus grand degré
α tel que (ϕ, α) est une conséquence logique de Σ. En d'autres termes, il faut
calculer :

V al(ϕ,Σ) = sup{α ∈ [0, 1] : Σ |= (ϕ, α)}

� Le principe du minimum de spéci�cité : Un résultat fondamental qui dé-
coule de la déduction à partir d'une base de connaissances SPL est qu'il existe
toujours une distribution de possibilités la moins spéci�que qui satisfait la base
de connaissances Σ.
Formellement, si Σ = {(ϕi, αi), i = 1..n}, alors la distribution de possibilités la
moins spéci�que πΣ qui satisfait Σ est dé�nie par :

πΣ(ω) =

{
1 si ω |= ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn
min{1− αi : ω |= ¬ϕi, (ϕi, αi) ∈ Σ} sinon

(4.1)

Ainsi, pour toute distribution de possibilités [34] π, π satisfait Σ ssi π ≥ πΣ D'où :

Σ |= (ϕ, α)ssiπΣ |= (ϕ, α)

L'incohérence partielle : Un des objectifs majeurs de la logique possibiliste
standard est qu'elle permet de considérer l'incohérence partielle et donc de per-
mettre la déduction à partir d'une base de connaissances partiellement incohé-
rente.
Une base de connaissances possibiliste Σ est partiellement incohérente si sa dis-
tribution possibiliste est telle que :

0 < supπΣ < 1

Mesurer le degré d'incohérence de Σ revient à évaluer à quel degré il existe au
moins une interprétation complètement possible pour Σ. Le degré d'incohérence
d'une base de connaissances possibiliste est dé�ni par :

Incons(Σ) = 1− supω∈ΩπΣ(ω)

� La déduction sous l'incohérence partielle : Le processus de déduction en
SPL est proche du processus en logique classique. Le lien entre le degré d'incohé-
rence en SPL et l'incohérence d'une base classique est dé�ni par :
Incons(Σ) = sup{α : Σ∗

α est incohérente} = inf{α : Σ∗
ᾱ est consistante}

où Σ = {(ϕi, αi) : i = 1...n} est une base possibiliste standard,
Σ∗
α = {ϕ : (ϕ, β) ∈ Σ, β ≥ α} est la projection classique de la α-cut de Σ,

Σ∗
ᾱ = {ϕ : (ϕ, β) ∈ Σ, β > α} est la projection classique de la α-cut stricte de Σ.

Les généralisations des théorèmes de déduction et de réfutation de la logique clas-
sique en SPL sont représentées par les résultats suivants [34] :
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� La déduction :
Σ ∪ {(ϕ, 1)} |= (ψ, α)ssi(ϕ→ ψ, α)

� La réfutation :
Σ |= (ϕ, α)ssiΣ ∪ {(¬ϕ, 1)} |= (⊥, α)

qui est equivalent à :

V al(ϕ,Σ) = Incons(Σ ∪ {(¬ϕ, 1)})

Ce résultat montre que tout problème de déduction en logique possibiliste revient à un
calcul d'un degré d'incohérence.
L'équation suivante montre qu'a�n de déduire (ϕ, α), seules les formules dont les poids
sont supérieurs ou égaux à α sont utilisées. Ainsi,

Σ |= (ϕ, α)ssiΣα |= (ϕ, α)

Ainsi, ces résultats permettent de calculer Val(ϕ,Σ) par dichotomie, où Σ est une
SPL et ϕ est une formule propositionnelle à déduire et ceci en utilisant n'importe quel
prouveur pour le problème de satis�abilité propositionnelle SAT.
Soit α0 = 0 et soient α1, ..., αn les valuations distinctes qui apparaissent dans Σ, ordon-
nées d'une manière croissante : 0 < α1, ..., αn ≤ 1.
La procédure de calcul de Val(ϕ,Σ) peut être résumée comme suit :
Algorithme 8.1 : Calcul de Val(ϕ,Σ)

Debut

l :=0 ;

u :=n ;

Tant que (l < u) Faire

r :=[(l+u)/2] ;

Si ((Σ∗
αr
∧ ¬ϕ) est consistante) Alors

u :=r-1 ;

sinon

l :=r ;

Val(ϕ,Σ) := αr ;

Fin
Cet algorithme contient exactement [log2n] appels à SAT pour le test de satis�abilité,
où n représente le nombre des di�érents strates qui existent dans Σ [32].
Le problème de déduction en logique possibiliste standard revient donc à calculer un
degré d'incohérence. L'algorithme proposé par Lang utilise la strati�cation des bases de
connaissances. Les formules des strates les moins prioritaires étant les moins certaines
sont rejetées plus facilement en cas d'incohérence.
Dans cette approche ordinale, les formules de faible priorité sont systématiquement re-
jetées dans le cas où elles sont en contradiction avec une formule donnée. Mais cette
philosophie peut s'avérer inadéquate pour certains domaines. En e�et, il est parfois sou-
haitable de faire intervenir la notion de compensation qui permet de décider s'il faudrait
rejeter une seule formule de forte priorité ou rejeter un très grand nombre de formules
de faible priorité en fonction du nombre et de l'importance des formules.
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4.3 L'inférence en logique possibiliste quantitative

La majorité des algorithmes d'inférence se basent sur des tests de satis�abilité utili-
sant des prouveurs de la famille SAT. Le problème SAT fût le premier problème prouvé
comme étant NP-complet [91].

4.3.1 Le problème WMAXSAT

Le problème de satis�abilité, SAT en abrégé, constitue l'épine dorsale de la discipline
de la NP-complétude. Malgré le nombre important d'études e�ectuées dans ce domaine,
il demeure pour les chercheurs, une de leurs importantes préoccupations. SAT est dé�ni
par les composantes suivantes :

� Soit X = {x1, x2, ..., xn}, un ensemble de n variables booléennes.
� Soit C = {c1, c2, ..., cm}, un ensemble de m clauses où :
� chaque clause est une disjonction de littéraux,
� chaque littéral est une variable (un littéral positif) ou sa négation (un littéral
négatif).

� Soit D, la donnée SAT, composée par une conjonction de littéraux.
Le problème SAT consiste à déterminer s'il existe une assignation des variables xi de X
telle que la donnée D soit satisfaite (évaluée à VRAI). SAT est un problème de décision
qui admet une réponse 'Oui' s'il existe une assignation de variables qui satisfait toutes
les clauses ou 'Non' si aucune assignation n'existe.
Néanmoins, si la réponse est négative, une question importante en découle : quel est le
nombre maximal de clauses pouvant être satisfaites simultanément ? A partir de cette
question, est dé�ni le problème du "Maximum Satis�ability", MAXSAT en abrégé. Le
problème MAXSAT est un problème d'optimisation dont la fonction objective est le
nombre de clauses satisfaites. Le problème MAXSAT est un problème NP-di�cile.
Si de plus, nous associons à chaque clause ci un poids w(ci), l'objectif revient donc
à trouver une assignation aux variables xi de X qui maximise la somme des poids
des clauses satisfaites simultanément ou encore qui minimise la somme des poids des
clauses insatisfaites, d'où la dé�nition du problème MAX-SAT pondéré ou WMAXSAT
(Weighted MAX-SAT).

L'algorithme d'inférence développé dans [92] exploite la procédure de transformation
d'une base possibiliste quantitative et une base de pénalités. Dans une base possibiliste
quantitative, à chaque formule est associée le seuil minimal de son degré de nécessité.
Pour une base de pénalités, à chaque formule est associée une pondération qui corres-
pond au prix à payer pour pouvoir la rejeter.

4.3.2 Principe de l'algorithme

Le principe de la déduction se déroule en trois étapes :

1. Étape 1 : Elle consiste à déduire la base de pénalités PK associée à la base
possibiliste quantitative Σ donnée. Soit
Σ = {(ϕi, αi), i = 1...n} avec αi ∈ [0, 1]
La base de pénalités PK correspondante est dé�nie par :
PK = {(ϕi, ki), i = 1...n} avec ki ∈ N +∞ où ki = −log(1− αi).
L'équivalence entre deux bases de connaissances est généralement prouvée à partir
de la relation d'équivalence entre leurs distributions induites.
En e�et :

∀ω, πΣPK
(ω) = e−κPK(ω)
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où πΣPK
représente la distribution de possibilité associée à la base possibiliste

quantitative ΣPK et κPK représente la distribution associée à la base de pénalités
PK. D'autre part, la logique des pénalités dé�nie les deux mesures suivantes :
� Le coût d'une interprétation ω : Il est noté par κPK(ω) et il est égal à
la somme des pénalités des formules dans PK violées par ω. D'une manière
formelle, il est dé�ni par :

κPK(ω) =

{
0 si ∀(ϕi, ki) ∈ PK,ω |= ϕi∑
κi{ω |= ¬ϕi, (ϕi, ki) ∈ PK} sinon

(4.2)
� Le coût d'une formule ϕ : Il est noté par KPK(ϕ) et il correspond au coût à
payer a�n de rendre la formule ϕ consistante avec PK. D'une manière formelle,
il est dé�ni par :

KPK(ϕ) = min(kPK(ω) : ω |= ϕ) (4.3)

2. Étape 2 : la philosophie d'une base de pénalités réside dans le fait que les
poids sont des pénalités à payer a�n de violer une formule. Ainsi, une formule est
d'autant plus importante que son poids est élevé. Une formule inviolable (donc
certaine) a un poids in�ni.
Dans cette optique, la recherche d'un sous ensemble consistant de formules est
réalisée par le paramètre qui correspond à la somme minimale des pénalités des
formules qui doivent être rejetées a�n de restaurer la cohérence de la base. D'où
l'utilisation d'un prouveur de type WMAXSAT (Weighted MAXSAT).

Un prouveur WMAXSAT prend comme paramètre d'entrée une base pondérée et
en sortie, il fournit :
� l'interprétation ω qui minimise la somme des coûts des formules qu'elle falsi�e
� la somme minimale des coûts des formules falsi�ées par ω.
Le processus de fonctionnement de WMAXSAT peut être résumé comme suit :
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Procédure WMAXSAT(PK,ω,kPK(ω))
Debut
Entrée : la base de pénalités PK
Sorties : ω, kPK(ω) (somme minimale des coûts des formules falsi�ées par ω)

Répéter

choisir une interprétation ω′ de Ω

k' :=0 ;

sommecouts :=∞ ;

Pour chaque formule ϕi in PK Faire

Si ω' ̸|= ϕi Alors

k' :=k'+αi ;

Si k' < sommecouts Alors

sommecouts :=k' ;

ω :=ω′ ;

jusqu'à(sommecouts=0) ou (il n'existe plus d'interprétation)

kPK(ω) :=sommecouts ;

retourner(ω,kPK(ω)) ;

Fin Donc le problème d'inférence est redé�ni comme suit :
� soit PK={(ϕi, ki)i = 1, ..., n et ki ∈ N ∪∞},
� soit E une évidence, à laquelle est associée un coût in�ni, qui illustre le fait
qu'elle est inviolable,

� soit ψ la variable d'intérêt à inférer.
Il s'agit alors de tester si PK ∪ (E,∞) |= (ψ, β), en déduisant son coût β.
D'une manière formelle, WMAXSAT fournit une interprétation ω′ qui minimise la
somme des coûts des formules falsi�ées dans PK ∪ {(Evidence,+∞) ∪ (ψ,+∞)}
ainsi que ce coût kPK(ω′). Deux cas peuvent se présenter :
� si kPK(ω′) = +∞, alors PK ∪ {(E,∞)} ̸|= ψ.
� si kPK(ω′) ̸= +∞, alors ω′ |= {(E,+∞)} et ω′ |= {(ψ,+∞)}.
Dans le deuxième cas, nous avons :

KPK(ψ) = min(kPK(ω) : ω |= ψ) = kPK(ω′) (4.4)

� L'attribution d'un coût in�ni à l'évidence E re�ète le fait qu'elle est inviolable.
Donc si une interprétation ω viole l'évidence, son coût serait alors in�ni.

� Pour la variable d'intérêt ψ, nous lui assignons également un coût in�ni pour
signi�er qu'elle doit être également satisfaite.

Ainsi, l'interprétation fournit par le prouveur WMAXSAT doit satisfaire (E,+∞)
et (ψ,+∞).

3. Étape 3 : Dans le cas où PK ∪ (E,+∞) |= (ψ,KPK(ψ)), il faudrait calculer
alors le degré de possibilité de ψ.
Le calcul du degré de possibilité d'un formule ψ, noté Π(ψ) à partir du coût de
pénalité de cette formule est donné par :

Π(ψ) = e−KPK(ψ) (4.5)
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Ainsi, l'algorithme d'inférence est :
Procédure infquant()

Debut

genere(sigma,evidence,interet) ;

PK :=transformer(sigma) ;

in�ni :=calculin�ni ;

inserer(PK,evidence,in�ni) ;

inserer(PK,interet,in�ni) ;

WMAXSAT(PK,interpretation,coutinter) ;

Si (coutinter=in�ni) Alors

ecrire("sigma n'infère pas la variable d'intérêt") ;

sinon

coutinteret :=coutinter ;

degreinteret :=e−coutinteret ;

ecrire ("sigma infére",interet,"avec un degré",degreinteret) ;

Fin

Exemple 4.1 Soit à dérouler la procédure d'inférence sur la base possibiliste quantita-
tive suivante :
Σ = {(¬a, 0.999088), (b ∨ a, 0.632121), (¬b ∨ ¬a, 0.997521), (c ∨ a ∨ ¬b, 0.864665), (¬c ∨
¬a ∨ b, 0.981684), (¬c ∨ ¬a ∨ ¬b, 0.999088), (d ∨ c, 0.999088), (¬d ∨ ¬c, 0.981684), (e ∨
a ∨ b ∨ d, 0.981684), (e ∨ a ∨ ¬b ∨ d, 0.999088), (e ∨ a ∨ b ∨ ¬d, 0.999088), (e ∨ a ∨ ¬b ∨
¬d, 0.997521), (¬e ∨ ¬a ∨ b ∨ d, 0.999088), (¬e ∨ ¬a ∨ ¬b ∨ d, 0.950213), (¬e ∨ ¬a ∨ b ∨
¬d, 0.999877), (¬e ∨ ¬a ∨ ¬b ∨ ¬d, 0.999665)}.
Soient d la variable d'évidence et ¬c la variable d'intérêt.

� Étape 1 : Elle consiste à déduire la base de pénalités PK équivalente à Σ.
PK={(¬a, 7), (b ∨ a, 1), (¬b ∨ ¬a, 6), (c ∨ a ∨ ¬b, 2), (¬c ∨ ¬a ∨ b, 4), (¬c ∨ ¬a ∨
¬b, 7), (d ∨ c, 7), (¬d ∨ ¬c, 4), (e ∨ a ∨ b ∨ d, 4), (e ∨ a ∨ ¬b ∨ d, 7), (e ∨ a ∨ b ∨
¬d, 7), (e∨ a∨¬b∨¬d, 6), (¬e∨¬a∨ b∨ d, 7), (¬e∨¬a∨¬b∨ d, 3), (¬e∨¬a∨ b∨
¬d, 9), (¬e ∨ ¬a ∨ ¬b ∨ ¬d, 8)}

� Étape 2 : Elle consiste à exécuter PEN-WMAXSAT ayant comme arguments
d'entrée la base de pénalités PK, l'évidence d et la variable d'intérêt ¬c.
L'appel à la procédure PEN-WMAXSAT nous fournit une interprétation ω′ telle
que la somme des coûts des formules falsi�ées par cette interprétation est mini-
male :
ω′ = ¬a ∨ ¬b ∨ ¬c ∨ d ∨ f et kPK(ω′)=KPK(interet) = 1.

� Étape 3 : Elle consiste à déduire le degré de possibilité de la variable d'intérêt à
partir de son coût de pénalité en utilisant l'équation 8.4 :
Π(interet) = e−KPK(interet) = e−1 = .367879

4.3.3 Complexité de l'algorithme d'inférence en logique des pénalités

Il est très attrayant d'utiliser la logique des pénalités comme mode de représenta-
tion des connaissances incertaines, vu qu'elle présente des propriétés intéressantes pour
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l'inférence. En e�et, la complexité du problème de déduction pour une base de connais-
sances à pénalités est une des plus simples parmi les modes d'inférence. Elle est de
l'ordre de (△p

2) [31].
La classe (△p

2) est une classe de problèmes pouvant être résolus en un temps polynomial
par une machine rehaussée avec un NP oracle. La classe NP est un sous ensemble de la
classe (△p

2).
Cette complexité est considérée comme la plus simple [93]. Cependant, elle peut être
excessive dans le cadre d'applications pratiques [31].
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